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In this study, the analytical solution of the pollution transport equation considering distributed 

source term and initial condition was performed by Laplace transform method for a general 

river network in a finite domain with constant coefficients for upstream and downstream using 

Dirichlet boundary conditions. Existence of the source term and initial condition increases the 

computational complexity to find the particular solution of the ordinary differential equation. 

To evaluate the existing analytical solution, two hypothetical examples were presented, that in 

each, modeling was performed on two branch and loop networks types considering a 

distributed source of pollution. Input data for modeling each of the desired river networks 

include values of velocity, dispersion coefficient, branch lengths, flow area, and input 

concentrations from boundaries and distributed sources. By calculating the diffusion and 

Laplace mass balance matrices (by influencing the distributed source) in the river network 

based on the connection and data matrix, a nonlinear equations system is created according to 

the Laplace s variable, which by solving it, the pollution concentration matrix and 

consequently the pollution concentration in each node is calculated by numerical inverse 

Laplace algorithm. The numerical solution used to validate the proposed analytical solution. 

The results showed that the statistical indices of R2, root mean square error, and mean absolute 

error in the best case were 99.86%, 0.0099, and 0.0067 kg/m3 for 1456 route and in the worst 

case were 95.20%, 0.0309 and 0.0194 kg/m3 for 23456 route of the loop network, respectively. 
The results showed that the two proposed solutions are well compatible together, indicating 

the good performance of the existing analytical solution and its replacement instead of 

numerical solution due to higher accuracy in the river network. 
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در پژوهش حاضر، حل تحلیلی معادله انتقال آلودگی با لحاظ عبارت منبع گسترده و شرط اولیه، برای یک شبکه 

 دست از نوع دیریکله با روشازاء شرایط مرزی بالادست و پایینرودخانه عام در یک دامنه محدود با ضرایب ثابت به
 یجواب خصوص افتنیلحاظ محاسبات را به یدگیچیپ ،هیوجود عبارت منبع و شرط اولتبدیل لاپلاس انجام گرفت. 

منظور ارزیابی حل تحلیلی موجود، دو مثال فرضی ارائه گردید، که در به .کندیدوچندان م دیفرانسیل معمولیمعادله 
ای با درنظر گرفتن یک منبع آلودگی گسترده انجام گرفت. ای و حلقهسازی بر روی دو نوع شبکه شاخههر کدام، مدل

پراکندگی، طول  های رودخانه دلخواه شامل، مقادیر سرعت، ضریبسازی هر یک از شبکههای ورودی برای مدلداده
 های انتشار وباشد. با محاسبه ماتریسهای ورودی از مرزها و منبع گسترده میها، سطح مقطع جریان و غلظتشاخه

 گرفته شده )با تاثیر منبع گسترده در آن( در شبکه رودخانه براساس ماتریس نحوه اتصال و ماتریسبیلان جرم لاپلاس
شود، که با حل آن، ماتریس غلظت لاپلاس ایجاد می sای برحسب متغیر طیها، یک دستگاه معادلات غیرخداده

ظور منشود. بهگیری وارون عددی محاسبه میتبع آن غلظت آلودگی در هر گره با الگوریتم لاپلاسآلودگی و به
جذر ، 2Rهای آماری نتایج نشان داد که شاخص .اعتبارسنجی حل تحلیلی پیشنهادی از حل عددی استفاده شد

کیلوگرم  0067/0و  0099/0، %86/99ترتیب در بهترین حالت به میانگین خطای مطلقو  میانگین مربع خطاها
کیلوگرم برمترمکعب برای  0194/0و  0309/0، %20/95ترتیب و در بدترین حالت به 1456برمترمکعب برای مسیر 

ل دهنده عملکرد مطلوب حکدیگر داشته و نشانای بوده و دو حل مذکور انطباق خوبی با یشبکه حلقه 23456مسیر 
 باشد.دلیل دقت بالاتر در شبکه رودخانه میجای حل عددی بهتحلیلی موجود و جایگزینی آن به

 

در انواع شبکه رودخانه با لحاظ عبارت منبع  ندهیمعادله انتقال آلا یلیحل تحل .(1401جمال ) ،یسامان یو محمدعل ؛یمهد ،یمظاهر ؛محمدجواد ،سرلیش یفرداد: استناد

 .1057-1077(، 5) 53، مجله تحقیقات آب و خاک ایران .گسترده
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 مقدمه

هایی که عمدتاً طور طبیعی دارای آلایندهدرصد عاری از آلودگی نیست و به 100ترین اجزای زندگی بشر بوده که هرگز آب یکی از ضروری 
عنوان و به (Fawell & Nieuwenhuijsen, 2003)باشد های انسانی است، میهای ایجاد شده توسط فعالیتمواد شیمیایی و میکروارگانیسم

 .(Edokpayi et al., 2018)یک منبع اصلی عفونت و بیماری در بین بشر شناخته شده است 
آورند و در وجود میهاست، که به یکدیگر متصل بوده و یک شبکه رودخانه را بههایی از رودخانهیک شبکه رودخانه متشکل از شاخه

انداز مچش یدیعناصر کل یارودخانه یهاشبکهگردد. صورت زهکش خارج میند نقطه بهها در یک یا چآن جریان و آلودگی ناشی از آلاینده
 یکیدرولوژیواکنش ه یدهدر شکل یو به شکل قابل توجه دهندیرا نشان م یکیولوژیب یهاگونه یبرا یکیاکولوژ یهادالان رایهستند، ز

 یهاشبکه ، همچنین،(Biswal & Marani, 2010; Rinaldo et al., 2018; Rodriguez‐Iturbe et al., 2009) کنندیها کمک محوضه
 ییرهایمس نیو همچن (Master et al., 1998; Matthews, 2012) نیریآب ش آبزیان یرا برا یسلسله مراتب ستگاهیز یهایژگیو ایرودخانه

، بنابراین، مسئله آلودگی (Codeço, 2001; Pascual et al., 2002) کنندیفراهم م (مانند وبا)آب  قیخطرناک منتقله از طر یهایماریب یبرا
 های رودخانه مشکلات زیادی را در پی خواهد داشت و خسارات ناشی از آن بیشتر از یک شاخه از رودخانه خواهد بود.شبکه

گیرد، صورت می (ADRSE) 1منبع-واکنش-پراکندگی-جاییسازی ریاضی انتقال آلودگی در شبکه رودخانه توسط معادله جابهمدل
حاصل شده  2که معادله مذکور، از نوع معادلات دیفرانسیل خطی با مشتقات جزئی نسبت به مکان و زمان بوده و براساس قانون اول فیک

ون ، تاکنADREمنظور تعیین پاسخ تحلیلی معادله باشد. بهاست، بنابراین، پاسخ این معادله، یک تابع توزیع غلظت برحسب مکان و زمان می
ها برای محیط متخلخل، و بعد از آن برای رودخانه ارائه شده است، اما های متفاوتی توسط پژوهشگران ارائه شده است، که بیشتر آنروش

برگرفته از روش  ADREها به جهت یافتن پاسخ معادله عمل آمده محدود بوده، که تقریباً تمامی آندرخصوص شبکه رودخانه، تحقیقات به
باشد. یای مصورت آلودگی نقطهو در آن عبارت مربوط به منبع آلودگی یا لحاظ نشده و اگر لحاظ شده باشد، در حالت ساده، بهعددی است 

 یابزار عنوانبههای عددی، زیاد آن نسبت به روشو دقت  بالا محاسبات سرعت انجام لیدلبه یلیتحل یهاحلاز لازم به ذکر است، که 
طور که اشاره شد، تاکنون حل تحلیلی در بین همان .(Guerrero et al., 2009)شوند کار گرفته میبه یعدد یهاروش یسنجصحتجهت 

ن توااند، که میهای عددی استفاده کردهسازی از حلمنظور مدلهای موجود برای شبکه رودخانه وجود ندارد و تنها پژوهشگران بهپژوهش
ها براساس روش جداسازی عددی معادله اشاره نمود، که محوریت کار آن Kilic & Aral (2009) و .Zhang et al (2008)های به پژوهش

ADE (2019)باشد. در پژوهشی دیگر که توسط می 3با روش طرح ضمنی Deng  انجام گرفت، با استفاده تکنیک تجزیه و تحلیل رابطه
وی سو در شرق چین و استخراج الگبه ارتباط بین کیفیت آب و ساختار اتصال شبکه رودخانه دشت جیانگ GISافزار و نرم GRAخاکستری 

های تحلیلی حلای نیز راهخانههای تصفیههای بیولوژیکی و شبکهذکر است که، درخصوص شبکهمکانی کیفیت آب پرداخته شد. لازم به
های کهبعدی انتقال املاح برای شبتوان به حل معادله یکهای بیولوژیکی میمینه شبکهنیز استخراج شده است. در ز ADEبرای حل معادله 

. در (Heaton et al., 2012)ازاء شرایط مرزی ثابت اشاره کرد برای دامنه محدود به 4میسیلیوم قارچی با استفاده از روش تبدیل لاپلاس
ای رودخانه آدیگه در ایتالیا برای خانهتحلیلی روش لاگرانژ، برای شبکه تصفیهاز رویکرد  .Diamantini et al (2019)پژوهشی دیگر نیز، 

 و تعمیم آن برای شبکه استفاده نمودند. ADEحل معادله 
های ترین روش( و تبدیل لاپلاس جزء متداولGITT) 7یافته، تبدیل انتگرالی تعمیم6، تابع گرین5های تبدیل فوریهطور کلی، روشبه

 Chen et al., 2011; Fardadi Shilsar et al., 2022; Fedi)روند شمار میدر محیط متخلخل و رودخانه به ADREحل معادله  تحلیلی برای

et al., 2010; Leij et al., 1991; Leij et al., 1993; Mashhadgarme et al., 2019, 2021; Massabó et al., 2006, 2011; Mazaheri 

et al., 2013)های قدیمی حل تحلیلی بوده، که کاربرد وسیعی در حل معادله . روش تحلیلی تبدیل فوریه یکی از روشADE  با ضرایب
انجام گرفت، استخراج حل تحلیلی  .Bharati et al (2019). در پژوهشی دیگر که توسط (Yang et al., 2019)ثابت در محیط متخلخل دارد 

نظر از ترم منبع در محیط آب زیرزمینی با روش تبدیل فوریه صورت گرفت و یک دامنه محدود با صرف بعدی انتقال آلودگی درمعادله یک

                                                                                                                                                                                
1 Advection-dispersion-reaction-source 

2 First Fick’s law 

3 Implicit 

4 Laplace transform method 

5 Fourier transform method 

6 Green function method 

7 Generalized Integral Transform Technique 
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در آن ضریب پراکندگی تابعی درجه دو از مکان و سرعت ثابت لحاظ گردید، همچنین، ایشان در پژوهشی دیگر ضمن درنظر گرفتن سرعت 
حلیلی صورت تکارگیری تلفیق روش تبدیل فوریه و تغییر متغیر بهرا با به ADEی بعدو ضریب پراکندگی هر دو تابعی از مکان، معادله یک

در حالات  ADEسازی انتقال آلودگی با حل معادله . روش تابع گرین یک روش کاربردی در زمینه مدل(Bharati et al., 2018)حل کردند 
های متخلخل و رودخانه محدود و نامحدود در محیطمحدود، نیمههای بعدی با ضرایب ثابت و متغیر در دامنهبعدی، دو بعدی و سهیک
 (2017). (Leij & Van Genuchten, 2000; Mashhadgarme et al., 2017; Park & Zhan, 2001; Sanskrityayn et al., 2018)باشد می

Sanskrityayn et al. بعدی در پژوهشی در محیط آب زیرزمینی، معادله یکADE متغیر با لحاظ ترم منبع و شرط اولیه و با  را با ضرایب
درنظر گرفتن سرعت و ضریب پراکندگی تابعی از زمان یا مکان و یا هر دو با استفاده از ترکیب دو روش تابع گرین و تغییر متغیر در یک 

رده در ای و گستترم منبع نقطهدامنه نامحدود حل کردند. در راستای همین پژوهش، ایشان در پژوهشی دیگر، با روش تابع گرین بر روی 
محیط آب زیرزمینی متمرکز شده و برای سه حالت سرعت و ضریب پراکندگی تابعی از زمان یا مکان و یا هر دو، حل خود را گسترش دادند 

(Sanskrityayn et al., 2018)بعدی د، معادله یککارگیری روش تابع گرین در دامنه نامحدو. همچنین بعدها، ایشان در پژوهشی دیگر با به
ADE ای و گسترده برای محیط متخلخل با ضرایب متغیر نظر کردن از شرط اولیه و واکنش و با درنظر گرفتن ترم منبع نقطهرا با صرف

کردند  های تحلیلی قیاسای و گسترده انجام دادند و نتایج را با حل عددی و سایر حلهایی را برای ترم منبع نقطهسازیحل کردند و شبیه
(Sanskrityayn et al., 2021). 

است، که روش  GITTیافته های پرکاربرد در حل مسائل مربوط به معادله انتقال آلودگی، روش انتگرال تعمیمیکی دیگر از روش
 ,.Cotta et al)باشد با شرایط مرزی پیچیده کارگشا می 1PDEمذکور مبتنی بر روش توابع ویژه بوده و در حل مسائل پیچیده معادلات 

2016; Leij et al., 1993) .(2017) Bharati et al. نظر کردن بعدی انتقال آلودگی را در محیط متخلخل با صرفطی پژوهشی معادله یک
با  nاز ترم منبع و واکنش در یک دامنه محدود با درنظر گرفتن سرعت تابعی خطی از مکان و ضریب پراکندگی تابعی از مکان با درجه 

را با ضرایب متغیر با استفاده  ADREبعدی حل تحلیلی معادله یک .Amiri et al (2021)صورت تحلیلی حل کردند. بعدها، به GITTش رو
 صورت تحلیلی حل کردند و نتایجهای منبع و واکنش، این معادله را برای رودخانه بهتوسعه دادند و با در نظر گرفتن ترم GITTاز روش 

ذکر است که، روش مذکور نیز در حل معادله دو بعدی سنجی نمودند. لازم بههای تحلیلی دیگران صحتدی و سایر حلخود را با حل عد
بوده  .Mashhadgarme et al (2020)ازاء چند منبع آلاینده فعال در رودخانه نیز مورد توجه انتقال آلودگی با ضرایب ثابت در دامنه محدود به

ها حل منظور برآورد ضریب پراکندگی در رودخانهرا به ADEبعدی برخی از پژوهشگران نیز منحصراً معادله یک ذکر است کهاست. لازم به
 .(Ramezani et al., 2019)نمودند 

تواند در یافتن پاسخ ، روش تبدیل لاپلاس است، که میADEهای تحلیلی قدرتمند و پرکاربرد در حل معادله یکی دیگر از روش
ه مذکور، در حالت دو بعدی با ضرایب متغیر و با وجود ترم منبع در شرایطی که ضرایب سرعت، ضریب پراکندگی، ضریب تحلیلی معادل

 (2018). (Yadav & Kumar, 2019)زوال واکنش و ترم منبع تابعی از زمان و مکان باشند، در یک محیط متخلخل نیمه متناهی مفید باشد 
Moranda et al. بعدی انتقال آلودگی را در محیط آب زیرزمینی با ضرایب ثابت با روش تغییر متغیر و تبدیل لاپلاس در پژوهشی معادله یک

محدود با درنظر گرفتن شرط مرزی ورودی از نوع دیریکله و رابین و شرط مرزی های محدود و نیمهدر حالت عدم وجود ترم منبع در دامنه
 ADREبعدی معادله یک Carr (2020)صورت تحلیلی حل کردند، این درحالیست که، یت غلظت برابر با صفر بهنهاخروجی نیومن و حد بی

گیری از روش لایه با بهره mرا با ضرایب متغیر با فرض ثابت بودن سرعت و ضریب پراکندگی برای هر لایه در یک محیط متخلخل 
با  ADREبعدی، دو بعدی و سه بعدی معادله دو پژوهشی، حل تحلیلی فرم یکصورت تحلیلی حل نمود. همچنین طی تبدیل لاپلاس به

 Genuchten et)های منبع و واکنش در محیط رودخانه با روش تبدیل لاپلاس انجام شد ضرایب ثابت در حالت وجود و یا عدم وجود ترم

al., 2013a, 2013b). 
بر توان به این مورد اشاره کرد که، یک شبکه رودخانه علاوهطور کلی، از کابردهای مهم لحاظ عبارت منبع در معادله انتقال میبه

ها، بایستی عبارت منبع به معادله گیرد، که برای محاسبه غلظت آلودگی آنها قرار میمرزها، در طول مسیر نیز در معرض انواع آلودگی
های انجام شده در خصوص پیشینه تحقیقات، شود تا غلظت مورد نظر از طریق آن وارد محاسبات شود. براساس بررسیانتقال اضافه 

ای( در های تحلیلی ارائه شده برای معادله انتقال آلودگی با لحاظ عبارت منبع )گسترده و نقطهتوان اذعان داشت که تقریباً تمامی حلمی
که رودخانه، شب یدگیچیپ لیمنبع گسترده به دل عبارتبا وجود  یلیشبکه رودخانه عملاً حل تحلبرای  محیط متخلخل و رودخانه بوده و

                                                                                                                                                                                
1 Partial differential equation 
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. همچنین، در زمینه وجود ندارد ای و ...کردن منابع آلاینده غیرنقطهی، دشواری کمیلیتحل یهاروش یهاتیمحدود اد،یحجم محاسبات ز
های متخلخل و رودخانه انجام ل معادله انتقال آلودگی با وجود عبارت منبع در محیطای که تاکنون پژوهشگران برای حهای تحلیلیحل
 لیکه تبدشده ) در نظر گرفته فعال ندهیچند منبع آلا ای کی تیازاء فعالبهای صورت آلودگی نقطهاند نیز، عبارت منبع در بیشتر موارد بهداده

( و در برخی موارد نیز ردیگیانجام م یغلظت آلودگ یدر تابع زمان راکید یدلتا یراحت بوده و با درنظر گرفتن ضرب تابع مکان اریآن بس
صورت آلودگی پیوسته با الگوی ساده )مانند الگوی سینوسی، کسینوسی، ثابت و نمایی( از ابتدای مسیر تا انتهای آن در عبارت منبع به

 عبارترفاً ص زین پژوهشگراناز  یبرخ اند. همچنین،سازی کردهودخانه درنظر گرفته شده است و حالت مذکور را شبیهمحیط متخلخل و یا ر
. انجام ندادند شتریب یمحاسبات نهیو هزبودن بر زمان لیدلبه ییهایسازهیاند اما شبخود آورده یلیصورت گسترده در روند حل تحلبهمنبع را 

 یهابر روش یمبتنها این حلانجام گرفته است، چون توسط پژوهشگران که در شبکه رودخانه  ی محدودیعدد یهاحل خصوصدر 
های عددی مبتنی روشدر همچنین  باشند،یم یترنییدقت پا یدارا یلیتحل یهانسبت به حل باشندیم یمهندس یافزارهانرم ای یجداساز

ازی سبرای شبکه رودخانه دیده نشده است و پژوهشگران برای مدل یمنبع در معادله آلودگ تاکنون لحاظ عبارت های جداسازی،بر روش
پژوهش،  نیا ینوآور نیترمهم ن،یبنابرا .باشندیم یعدد جیرا یخطاها یکه خود دارا اندکردهاستفاده  اییعدد یهاافزارنرم عبارت منبع از

پذیر صورت محلول با الگوی آلودگی واکنشانتقال آلودگی )که نوع آلودگی به یعدبکیمعادله  یعام برا یلیراه حل تحل کیاستخراج 
ستفاده ا با استفاده از تعریف تابع دلتای دیراک یانقطه ندهیمنبع آلا یبرا توانیبا لحاظ عبارت منبع گسترده )که از آن م باشد(درجه اول می

. باشدیاز نوع اول م دستنییو پا لادستبا یمرز طیو شرا هیلاپلاس تحت وجود شرط اول لینمود( در شبکه رودخانه با استفاده روش تبد
یت آلودگصورمنبع بهعبارت  این است که، ذکر شده هایپیشینهبرخلاف های نوآوری دیگر این پژوهش ترین جنبههمچنین یکی از مهم

 ت.سازی قرار خواهد گرفمورد شبیهشده است و حالت مذکور  عیوزشبکه رودخانه ت ریفاصله کوتاه در مس کیطول مشخص در  کیبا  یا
ازاء الگوی شرایط مرزی دلخواه و مقایسه به 2ایو حلقه 1ایسازی مبتنی بر وجود منبع آلاینده گسترده در دو شبکه شاخهدر ادامه نیز، مدل

 شود.آن با حل عددی انجام می

 هامبانی تئوری و روش

 سنجی مدل تحلیلینحوه ارزیابی و صحتها و آوری دادهجمع

المللی در طور که ذکر گردید، حل تحلیلی معادله انتقال آلودگی در شبکه رودخانه با لحاظ عبارت منبع گسترده، تاکنون در سطح بینهمان
های فته است. در زمینه حلهای انجام شده وجود نداشته و برای اولین بار این مطالعه در دانشگاه تربیت مدرس تهران انجام گرپژوهش

حلیلی سایر های تهای تحلیلی خود از حلسنجی و اعتبارسنجی حلتحلیلی معادله انتقال آلودگی، عموماً پژوهشگران بسیاری برای صحت
 ,.Bharati et al., 2017, 2018; Carr, 2020; ; Chen et alاند )های عددی( استفاده کردههای عددی )مدلپژوهشگران دیگر و یا حل

تحلیلی برای معادله انتقال آلودگی با لحاظ عبارت منبع برای آن در شبکه رودخانه، از  دلیل عدم وجود حل(، در این پژوهش نیز، به2011
در مکان با هدف کاهش پراکندگی عددی،  5با تقریب مشتق مکانی مرکزی 4سازی تمام ضمنیبا گسسته 3حل عددی تفاضلات محدود

شود، که استفاده از حل عددی مذکور در مطالعات سایر سنجی و مقایسه با حل تحلیلی موجود در این پژوهش استفاده میبرای اعتبار
در انتها نیز، با استفاده از  .(Fardadi Shilsar et al., 2022; Mashhadgarme et al., 2013,2017)پژوهشگران نیز دیده شده است 

دو ( MAE( و میانگین خطای مطلق )RMSE(، جذر میانگین مربع خطاها )2R)همبستگی  ضریبهای خطای آماری مانند، شاخص
نتقال معادله اگران بسیاری برای حل تحلیلی ذکر است که، پژوهشگیرند. لازم بهحل مذکور در هر کدام از دو مثال مورد مقایسه قرار می

 ;Bharati et al., 2019اند )های رودخانه و متخلخل از حل عددی به جهت اعتبارسنجی استفاده نمودهآلودگی در مطالعات خود در محیط

Carr, 2020; Mazaheri et al., 2013; Sanskrityayn et al., 2018; Sanskrityayn et al., 2021 .)  همچنین در این پژوهش نیز ضمن
د، شوای دلخواه )فرضی( جهت نشان دادن کاربرد حل تحلیلی موجود انجام میای و حلقهسازی بر روی دو نوع شبکه شاخهنکه مدلای

ها، ضریب زوال واکنش، غلظت آلاینده های سرعت، ضریب پراکندگی، سطح مقطع جریان، طول شاخههای ورودی آن شامل، دادهداده

                                                                                                                                                                                
1 Branch river network 

2 Loop river network 

3 Finite difference 

4 Fully implicit 

5 Central space 
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اعم از سرعت،  ی مذکورهاداده یتمام که برای یک شبکه رودخانهباشد، که باتوجه به اینلاینده گسترده میورودی از مرزها و غلظت منبع آ
ها برای این آوری داده، لذا، نحوه جمعوجود ندارند کجایصورت بهو و ... باهم  های ورودیغلظت ،یمقطع عرضسطح  ،یپراکندگ بیضر

 ADREپژوهش براساس و الهام گرفته از اطلاعات و تجربیات نویسندگان این مطالعه و سایر پژوهشگران دیگر در زمینه حل تحلیلی معادله 
رودخانه  گی در محیط متخلخل وباشد، چرا که بسیاری از پژوهشگرانی که در زمینه حل تحلیلی معادله انتقال آلودبا لحاظ عبارت منبع می

 Bharati et)اند های منطقی و معقول براساس تجربیات خود و سایر محققین دیگر استفاده نمودهمطالعات خود را انجام دادند نیز، از داده

al., 2019; Chen et al., 2011; Mashhadgarme et al., 2021; Mazaheri et al., 2013; Genuchten et al., 2013a, 2013b) همچنین .
حل منظور نشان دادن کاربرد راههای مربوط به حل تحلیلی معادله انتقال آلودگی، عموماً پژوهشگران بهلازم به ذکر است که در پژوهش

دهند ن مینشا هایی فرضیکنند و کاربرد حل تحلیلی خود را طی سناریوها یا مثالای تعریف نمیتحلیلی پیشنهادی خود منطقه مورد مطالعه
(Moranda et al., 2018; Park & Zhan, 2001; Yadav & Kumar, 2019 ،)رو در این پژوهش نیز، هدف نشان دادن کاربرد راه حل از این

ا برای هتحلیلی ارائه شده برای شبکه رودخانه طی دو مثال فرضی خواهد بود. لازم به ذکر است که در صورت وجود مجموعه کاملی از داده
 د دارد.المللی کاربرهای رودخانه در سطح بینسازی تحلیلی برای کلیه شبکهشبکه رودخانه موردی، راه حل پیشنهادی برای مدلیک 

 فرضیات، مزایا و معایب رویکرد حل تحلیلی

ودگی در شبکه ل آلمنظور حل تحلیلی معادله دیفرانسیل انتقاطور که ذکر شد، در این مطالعه از روش تحلیلی تبدیل لاپلاس بههمان
ه، از یکدیگر در شبکه رودخانها بههای اتصال شاخهرودخانه استفاده شده است. باتوجه به فیزیک مسئله و اهمیت محاسبه غلظت در گره

س لاشود. بنابراین در این مطالعه، از روش تحلیلی تبدیل لاپدست از نوع دیریکله در شبکه استفاده میشرایط مرزی بالادست و پایین
طور هزینه محاسباتی کمتر و کاربری آسان سازی شرایط مرزی و همینمحدود بودن آن( و همگندلیل عدم وجود مشکل دامنه حل )نیمهبه

کار که برای دامنه نامحدود به-مانند، تبدیل فوریه  ADEآن برای شبکه رودخانه نسبت به سایر تبدیلات انتگرالی دیگر در حل معادله 
 -سازی شرایط مرزی وجود داردکه در آن مشکل همگن–( GITTیافته )و تبدیل انتگرال تعمیم -گیردثر مرز را درنظر نمیرود و امی

 شود. برخی از نقاط قوت روش تحلیلی تبدیل لاپلاس عبارتست از:استفاده می
 است. دی( مفLTISزمان ثابت ) یخط یهاستمی( سیزمان یهاپاسخ ایگذرا ) یهامطالعه پاسخ ی( براLTلاپلاس ) لیتبد

 .(Kreyszig, 2009)باشد کند و اعمال مسائل مقدار شرط اولیه در آن آسان میطور مستقیم حل میمسائل را به
بوده، که تحت وجود ترم منبع پیچیده استفاده از این روش را آسان  2و دلتای دیراک 1ایکارگیری توابع پلهترین مزیت آن بهمهم

 .(Kreyszig, 2009)کند می
 Korn) توان هر دو مؤلفه گذار و حالت ماندگار جواب را یکجا محاسبه نمودبا حل معادله دیفرانسیل توسط روش تبدیل لاپلاس، می

& Korn, 2000). 
 باشد:شرح زیر میهمچنین برخی از نقاط ضعف این روش به

بدون  یااگر معادله و کردشناخته شده استفاده  یهابا ثابت لیفرانسیحل معادلات د یبراتوان از روش تبدیل لاپلاس فقط می
  خواهد بود دهیفا یروش ب نیشناخته شده باشد، استفاده از ا یهاثابت

 وجود ندارد. عیسر هیفور لیمطابق با تبد یعیلاپلاس سر لیتبد چیه
  های این روش است.ترین محدودیتبوده و این یکی از مهم دهیچیپ یطور کلبه وارونلاپلاس  لیتبد

امنه د یدارا ی آناصل یرهایاز متغ یکشود که یاستفاده می اییجزئ لیفرانسیحل معادلات د یبراتنها ( LTلاپلاس ) لیروش تبد
 .نامحدود باشد ایو  محدودمهین

 سازی ریاضیمدل

، 3های مرزی مسائل دیریکلهباشد که برای شرایطمی ADREروش تبدیل لاپلاس یکی از ابزارهای تحلیلی قدرتمند جهت حل معادله 

                                                                                                                                                                                
1 Heaviside Function  

2 Dirac Function  

3 Dirichlet 
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ع ای معتبر بوده و وابستگی نمایی را در زمان اولیه منبای آلایندهشود و این تکنیک برای فرآیندهای چند مادهپیشنهاد می 2و کوشی 1نیومن
منظور حل یک معادله دیفرانسیل جزئی با روش تبدیل به .(Clement, 2001; Srinivasan & Clement, 2008a, 2008b)گیرد درنظر می

 :(Kreyszig, 2009)شود احل زیر دنبال میلاپلاس، مر
 (3ODEبه یک معادله دیفرانسیل معمولی ) PDEو تبدیل معادله  tاعمال تبدیل لاپلاس بر روی یکی از متغیرهای مستقل، معمولاً 

 اعمال تبدیل لاپلاس بر روی شرایط مرزی

 یجاد شده از آنحل تحلیلی معادله دیفرانسیل معمولی تشکیل شده و محاسبه ضرایب ثابت ا

 اعمال تبدیل لاپلاس وارون جهت حل مسئله اصلی

منابع آلاینده  شود کهواکنش با لحاظ ترم منبع گسترده، فرض می-پراکندگی-جاییمنظور حل تحلیلی معادله جابهدر این پژوهش، به
جایی و بهماند با فرآیندهای جاای که باقی میدگیگردد، بنابراین، منبع آلوورودی در اثر فرآیند واکنش در شبکه تحویل داده یا مصرف می

، نمای شماتیک 1های اتصال در شبکه رودخانه، سیستم اختلاط کامل وجود دارد. شکل رو، در گرهکند، از اینپراکندگی در شبکه حرکت می
دست عنوان گره پایینبه jعنوان گره بالادست یک شاخه رودخانه، گرهبه i، گره1دهد. در شکل یک شاخه از شبکه رودخانه را نشان می

) طول یک شاخه رودخانه،  ijLمقدار ضریب پراکندگی، ijDسطح مقطع جریان، ijAیک شاخه رودخانه، , )ijq x t ،ترم منبع ورودیijK 

ijدهد )باشد را نشان می jبه iسرعت جریان، که جهت جریان آن از گره ijVضریب زوال واکنش و jiV V .) 

 
 های نمای شماتیک یک شاخه از شبکه رودخانهویژگی .1شکل 

 سازیمعادلات اساسی مدل

باشد. این معادله منبع می-واکنش-پراکندگی-جاییها در شبکه رودخانه همان معادله جابهمعادله دیفرانسیل حاکم بر انتقال و انتشار آلاینده
0با درنظر گرفتن ضرایب ثابت براساس قانون فیک برای یک شاخه از شبکه رودخانه در دامنه محدود  ijx L  صورت زیر بیان به

 :(Chapra, 2008)شود می

2 (1رابطه 

2

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , )

ij ij ij

ij ij ij ij ij ij

c x t c x t c x t
D V K c x t A q x t

t xx

  
   

 
 

سرعت جریان، x،ijVضریب پراکندگی در راستای t،ijDو زمان xتابع غلظت آلودگی در واحد طول در مکان ijcکه در آن

( , )ijq x t ترم منبع در هر شاخهij،ijA سطح مقطع جریان وijK باشد. علت درنظر گرفتنمیگر ضریب زوال واکنش بیانijc  در واحد

دهنده شرط ( که به ترتیب نشان3( و )2عنوان یک پارامتر کلیدی، لازم است از طریق روابط )طول این است که، سطح مقطع جریان به
)اولیه با تابع )ijf x باشند، وارد محاسبات در ادامه شود، لذا:دست رودخانه میدر هر شاخه و شرایط مرزی بالادست و پایین 

) (2رابطه  ,0)
: ( ) ( ,0) ( )

ij

ij ij ij ij
ij

c x
IC f x c x A f x

A
  

 
,0) (3رابطه  )

( )
(0, ) ( )

:
( , ) ( , ) ( )

( )

ij

i
ij ij ij i

ij ij ij ij ij j

j
ij

c t
c t

A c t A c t
BC

c L t c L t A c t
c t

A




 
 

 

 

                                                                                                                                                                                
1 Newman 

2 Cauchy 

3 Ordinary differential equation 

j 

  

𝐿𝑖𝑗

𝐿𝑖𝑗 

i 

𝑉𝑖𝑗 

𝑞𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) 

𝐴𝑖𝑗 

𝐾𝑖𝑗 

𝐷𝑖𝑗 
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ن باشد. اگر در شبکه رودخانه، بیدست از نوع دیریکله در یک شاخه از رودخانه میگر شرط مرزی بالادست و پایین( بیان3معادلات )
صورت مقدار سطح مقطع جریان برابر با صفر و به تبع آن، غلظت آلودگی صفر خواهد اتصالی وجود نداشته باشد، در این jو iهای گره

های ای براساس مجموع بارگذاریدر شبکه رودخانه، باتوجه به قانون فیزیکی فیک رابطه iتوان اذعان داشت که برای هر گرهبود. می
 :(Heaton et al., 2012; Koplik et al., 1988)شود صورت زیر بیان میجایی و پراکندگی وجود دارد که بهجابه

 (4رابطه 

0

( , )
( ) ( , )

ij

ij ij ij ij

x

c x t
J t V c x t D

x


 
  

  
)در رابطه بالا، ، )ijJ t دهنده ورود یک منبع به گرهگر بیلان جرم در شبکه رودخانه بوده و و نشانبیانj  است. باتوجه به اینکه در

شود ( تعمیم داده می5صورت رابطه )( به4وجود داشته باشد، بنابراین، رابطه ) jگرهشبکه رودخانه ممکن است بیش از یک اتصال شاخه به 
(Heaton et al., 2012; Koplik et al., 1988): 

 (5رابطه 

0

( , )
( ) ( , )

ij

i ij ij ij

j x

c x t
I t V c x t D

x


 
  

 
 

)(،5بنابراین، در رابطه ) )iI tشده از هر گره  جریان خالص آلودگی خارجi دهد.  را نشان می   

 منبع در یک شاخه رودخانه-واکنش-پراکندگی-جاییحل تحلیلی معادله جابه

0لحاظ عبارت منبع گسترده برای آن در دامنه محدود( با 1منظور حل تحلیلی معادله انتقال آلودگی رابطه )به ijx L  ابتدا بایستی از ،

محدود بودن آن دلیل نیمه، بهt( نسبت به متغیر زمان لاپلاس گرفته شود )دلیل اعمال تبدیل لاپلاس بر روی متغیر 3( و )1معادلات )
)است( و سپس با لحاظ شرط اولیه  ,0)ijc x ( معادلات حاصل به شرح زیر می1در معادله لاپلاس گرفته شده از رابطه ،):باشند 

2 (6رابطه 

2
( ) ( , )

ij ij

ij ij ij ij ij

C C
s K C V D x s

x x


 
   

  
,0) (7رابطه  ) ( )

:
( , ) ( )

ij ij i

ij ij ij j

C s A C s
BC

C L s A C s





 

 که در آن:

) (8رابطه  , ) ( , ) ( )ij ij ij ij ijx s A Q x s A f x   

(، باعث شده است که بعد از اعمال تبدیل لاپلاس در 1لحاظ ترم منبع و شرط اولیه در معادله اصلی )(، 8( و )6باتوجه به دو معادله )
صورت معادله مذکور دو جواب عمومی و خصوصی خواهد داشت، ( حاصله، ناهمگن گردد، در این6(، معادله دیفرانسیل معمولی )1معادله )

گیری از بر لاپلاسمراتب بیشتری نسبت به جواب عمومی دارد. در ادامه، علاوهدست آوردن جواب خصوصی پیچیدگی و دشواری بهکه به
 ،شودزمان لاپلاس گرفته می نیز نسبت به متغیر iازاء چند اتصال از هر گرهیافته به( یعنی بیلان جرم تعمیم5(، از معادله )3( و )1معادلات )

 صورت:در این
 (9رابطه 

0

( , )
( ) ( , )

ij

i ij ij ij

j x

C x s
s V C x s D

x




 
  

 


 
)در معادله بالا، )i s دهنده تبدیل لاپلاسنشان( )iI tشار عبوری از گره ،i گیری طور که ذکر گردید، پس از لاپلاسباشد. همانمی

( حاصل گردید، که معادله مورد نظر یک معادله دیفرانسیل معمولی ناهمگن بوده و 6از معادله انتقال آلودگی با لحاظ عبارت منبع، معادله )
)( با درنظر گرفتن 6باشد. جواب عمومی معادله )دارای دو جواب عمومی و خصوصی می , ) 0ij x s   یعنی تاثیر شرط اولیه و ترم منبع(

 صورت:صورت همگن خواهد شد، در این( در این6آید، که معادله )دست میشود.( بهلحاظ نمی
2 (10رابطه 

2
( ) 0

ij ij

ij ij ij ij

C C
s K C V D

x x

 
   

 
 

 ( به شرح زیر:12در روابط ) ij( و دو نسبت بدون بعد برای هر شاخه11که با درنظر گرفتن رابطه )
)2 (11رابطه  ) 4 ( )ij ij ij ijs V D s K      

) (12رابطه  )
, ( )

2 2

ij ij ij ij

ij ij
ij ij

V L s L
s

D D


   
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0sازاء سه حالت ( به10معادله )  ،0s   0وs  0ازاءبار حل شده و تنها بهیکs  صورت با باشد، در ایندارای جواب می
( 13صورت رابطه )(، به6رابطه ) ODEآید. پاسخ عمومی معادله وجود میبه 2Bو  1B(، ضرایب ثابت 10های معادله )محاسبه ریشه

 باشد:می
 (13رابطه    ( ) ( )

1 2( , )
ij ij ij ij

ij ij

x xs s
L L

ijC x s B e B e
   

   
    

     

( و درنظر گرفتن دو جواب همگن 1(، با استفاده از روش تغییر متغیر پارامترها )روش لاگرانژ6بعد از یافتن پاسخ عمومی معادله )

 ( )

1( , )
ij ij

ij

xs
L

C x s e
 

 
 

   و
 ( )

2 ( , )
ij ij

ij

xs
L

C x s e
 

 
 

  ،( به6پاسخ خصوصی معادله ) دست خواهد آمد، که به همین منظور، در
 صورت زیر خواهد بود:به 2ابتدا حاصل رونسکین

2 ( 14رابطه 

2 1
1 2

( )( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

ij

ij

x

L

ij

ij
ij

a s eC x s C x s
W x s C x s C x s

x x D



  
  

 
 

)و هر تابع  sازاء هر کارگیری روش تغییر متغیر پارامترها، بهبا به , )ij x s ،( باتوجه به روابط 6پاسخ اختصاصی معادله ) داده شده

 شود:صورت زیر محاسبه می( پیوست مقاله به31( تا )29)
 ( 15رابطه  

 

 
 

( )
( )

0

( )
( )

0

( , , ( , )) ( , )
( )

( , )
( )

ij ij
ij ij ij

ij

ij ij
ij ij ij

ij

x
s yL sx L

ij ij
ij

x
s yL sx L

ij
ij

e
g x s y s e y s dy

a s

e
e y s dy

a s

 
 

 
 

 



 
 
   

 
 
    









 

 شود:( بازنویسی می16صورت رابطه )( به15(، رابطه )8کارگیری رابطه )با به
 (16رابطه  

 

 
 

( )
( )

0

( )
( )

0

( , , ( , ), ( )) ( , ) ( )
( )

( , ) ( )
( )

ij ij
ij ij ij

ij

ij ij
ij ij ij

ij

x
s yL sx L

ij ij ij ij ij ij
ij

x
s yL sx L

ij ij ij ij
ij

e
g x s Q y s f y e A Q y s A f y dy

a s

e
e A Q y s A f y dy

a s

 
 

 
 

 
 
   

 
 
    

   

   





 

صورتجداپذیری انتگرال جمع دو تابع بهبا لحاظ خاصیت  1 1 2

0 0 0

( ) 2( ) ( ) ( )

x x x

N y N y dy N y dy N y dy    ( 16، رابطه )

 شود:( بازنویسی می17صورت رابطه )به

 ( 17رابطه  
 

 
 

 
 

( )
( )

0

( )
( )

0

( )
( )

( , , ( , ), ( )) ( , )
( )

( , )
( )

( )

ij ij
ij ij ij

ij

ij ij
ij ij ij

ij

ij ij
ij ij ij

x
s yL sx L

ij ij ij ij
ij

x
s yL sx L

ij ij
ij

x
s yL s

L

ij

e
g x s Q y s f y e A Q y s dy

a s

e
e A Q y s dy

a s

e
e

a s

 
 

 
 

 
 

 
 

   

 
 

    

 
 

   



















 
 

0

( )
( )

0

( )

( )
( )

ij

ij ij
ij ij ij

ij

x

ij ij

x
s yL sx L

ij ij
ij

A f y dy

e
e A f y dy

a s

 
 

 
 

    

















 

                                                                                                                                                                                
1 Lagrange method 

2 Wronskian 
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 گیرد. پاسخ نهاییمیشود، بخش اول تاثیر عبارت منبع و بخش دوم اثر شرط اولیه را درنظر ( ملاحظه می16طور که در رابطه )همان
 باشد:( می17( از مجموع دو جواب عمومی و خصوصی محاسبه شده به صورت رابطه )6معادله دیفرانسیل )

 (18رابطه    ( ) ( )

1 2( , ) ( , , ( , ), ( ))
ij ij ij ij

ij ij

x xs s
L L

ij ij ijC x s B e B e g x s Q y s f y
   

   
    

      

گیری شده ها بایستی رابطه شرایط مرزی لاپلاسنمایان است، که برای محاسبه آن 2Bو  1Bهای (، ثابت17باتوجه به رابطه )
0x( در نقاط 7کار برد، بنابراین با اعمال رابطه )( را به7معادله )  وijx Lشوند:، روابط زیر حاصل می 

 ( 19رابطه 
   

1 2

( ) ( )

1 2

(0, ) ( )

( , ) ( , , ( , ), ( )) ( )
ij ij ij ij

ij ij i

s s

ij ij ij ij ij ij j

C s B B A C s

C L s B e B e g L s Q y s f y A C s
    

  

   
 

 بادرنظر گرفتن عبارت زیر:

) (20رابطه  ) ( , , ( , ), ( ))
( )

2sinh( ( ))

ij

ij ij ij ij

ij
ij

a s e g L s Q y s f y
s

s









 

 شوند:صورت زیر محاسبه می(، به18( و حل دستگاه معادلات )19با درنظر گرفتن معادله ) 2Bو  1B بنابراین، ضرایب ثابت
) ( 21رابطه  )

1

( ) ( ) ( )

2sinh( ( )) ( )

ij ij s

ij j ij i ij

ij ij

A C s e A C s e s
B

s a s

 




 


  

 طور مشابه:و به
) (22رابطه  )

2

( ) ( ) ( )

2sinh( ( )) ( )

ij ijs

ij i ij j ij

ij ij

A C s e A C s e s
B

s a s

 







  

(، تابع توزیع غلظت آلودگی برای یک شاخه از رودخانه برحسب مکان 17محاسبه شده در رابطه ) 2Bو  1Bهای با جایگذاری ثابت
 آید:دست میصورت زیر بهبه sو متغیر 
 ( 23رابطه  

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( , )

2sinh( ( )) ( )

( ) ( ) ( )

2sinh( ( )) ( )

( , , ( , ), ( ))

ij ij
ij ij

ij

ij ij
ij ij

ij

xs s
Lij j ij i ij

ij
ij ij

xs s
Lij i ij j ij

ij ij

ij ij

A C s e A C s e s
C x s e

s a s

A C s e A C s e s
e

s a s

g x s Q y s f y

   

   









  

 

 
  
 
 

 
  
 
 



 

 تعمیم حل تحلیلی انجام شده برای یک شاخه رودخانه به شبکه رودخانه

ها در یک بعدی انتقال آلودگی با لحاظ عبارت منبع گسترده در یک شاخه از رودخانه، مسئله اصلی نحوه اتصال شاخهپس از حل معادله یک
ییر طور مداوم دچار تغشود که با حرکت از یک شاخه به شاخه دیگر، غلظت آلودگی بهباشد، به همین منظور، فرض میشبکه رودخانه می

ابطه گیری شده رمنظور تعمیم حل انجام شده در یک شاخه رودخانه به شبکه رودخانه، معادله بیلان جرم لاپلاسراستا، بهشود. در همین 
معادلات (، 9( و انجام تغییرات لازم آن برای قرار دادن در معادله )23صورت با درنظر گرفتن معادله )( یک معادله کلیدی است، پس در این9)
 .شوندیحاصل م ریز

) (24رابطه  )

0

( )

( , ) ( ) ( ) ( )

2 2sinh( ( ))

( ) ( ) ( )
( )

2 2sinh( ( ))

( ) (
(0, )

ij ij

ij ij

ij

s

ij ij ij ij j ij i

ij
ijx

s

ij ij ij i ij j

ij
ij

ij j ij i

ij ij ij

C x s V a s A C s e A C s e
D

x s

V a s A C s e A C s e
s

s

A C s e A C
V C s V

 

 








 







    
        

   
       




( )

( )

)

2sinh( ( ))

( ) ( )
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









 
 
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 آید:دست میصورت زیر به، معادله نهایی بیلان جرم در شبکه رودخانه به(9( در رابطه )24با جایگذاری معادلات )
) ( 25رابطه  ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 tanh( ( )) 2sinh( ( ))

ij

ij ij ij

i ij i ij j ij
ij ijj j

V s s e
s A C s A C s s

s s


 

 
 

             
       

  

 شود:شکل زیر بیان میمعادله بالا در قالب ماتریس به
) ( 26رابطه  ) ( ) ( )R s C s s  

 که در آن:
) ( 27رابطه  ) ( ) ( )i i ij

j

s s s    

) ( 28رابطه  )

2 2 tanh( ( ))
( )

( )

2sinh( ( ))

ij

ik ik
ik

ikk

ij

ij ij

ij

V s
A i j

s
R s

A s e
otherwise

s













  
   

 
 






 

1در شبکه رودخانه، یک معادله خطی در iهر گرهدهد که، برای هر ( نشان می26رابطه ) 2( ), ( ),..., ( )nC s C s C sکه ، جاییn  تعداد

)هاست، وجود دارد، بنابراینگره )C s و( )s (،26ستونی خواهند بود. در رابطه )های تکصورت ماتریسبه( )R s  ماتریس پخشیدگی یا
nصورت یک ماتریس نامتقارنانتشار نام دارد، که به n  بوده و برای هر گره در شبکه رودخانه یک سطر و یک ستون دارد. در رابطه

(27،)( )ij

j

s  عبارت مربوط به اثر شرط اولیه و عبارت منبع بوده، که از یک رابطه انتگرالی تشکیل شده است. این ترم در اثر حل

نظر کردن از اثر عبارت منبع و صوصی آن وارد محاسبات شده است. در صورت صرف( و از طریق جواب خ6ناهمگن معادله ) ODEمعادله 

)شرط اولیه،  ) 0ij

j

s  صورت خواهد بود که در این( ) ( )i is s  شود. در خصوص اطلاعات بیشتر در مورد ماتریس انتشار به می

)های(، با معلوم بودن ماتریس26پیوست مقاله مراجعه شود. با توجه به رابطه ) )s  ماتریس معلومات برحسب متغیر(s  و )لاپلاس( )R s 

)تواناز طریق محاسبه، می لاپلاس( s)ماتریس ضرایب برحسب متغیر  )C s  را برحسب متغیرs های عددی لاپلاس با استفاده از الگوریتم
ارون گیری وهای لاپلاسحل دستگاه معادلات جبری غیرخطی محاسبه نمود و در انتها مقادیر غلظت در هر گره را با استفاده از الگوریتم

جزء پرکاربردترین روش  (Abate & Whitt, 2006)ویت -های عددی لاپلاس وارون، چارچوب آبیتالگوریتم دست آورد. در زمینهعددی به
 ,Talbot)، تالبوت (Stehfest, 1970)استهفست -های گاورتوان به روشهای رایج این چارچوب میها بوده، که از روشدر بین سایر روش

اشاره نمود.  (Horváth et al., 2020; Horváth et al., 2020)( CMEو توزیع نمایی ماتریس متمرکز ) (Abate et al., 2000)، اولر (1979
و عدم ایجاد امواج  1000دلیل دقت بالاتر، سرعت محاسبات بیشتر، پایداری از نظر عددی تا مرتبه به CMEدر پژوهش حاضر، از روش 

های جریان )سرعت(، هندسی )سطح مقطع و ذکر است که، تمامی دادهه است. لازم بهاستفاده شد (Horváth et al., 2020)نوسانی در آن 
های مشخص براساس ماتریس نحوه اتصال پر هایی با درایهصورت ماتریسها( و آلاینده )ضرایب زوال واکنش و پراکندگی( بهطول شاخه

های یک شاخه از شبکه رودخانه مورد نظر خواهد بود. ماتریس ویژگیگر ها بیانشوند و هر درایه از هر کدام از ماتریسو مقدار دهی می
nترین داده ورودی به مدل، یک ماتریسعنوان مهمنحوه اتصال به n  که( بودهn و بهبرابر تعداد کل گره )های صفر صورت درایههاست
اگر اتصالی وجود نداشته باشد، مقدار درایه برای دو گره مورد نظر برابر با یک و  شود. به عبارتی دیگر، برای شبکه رودخانهو یک بیان می

یسی استفاده نوافزارهای برنامهکارگیری از حل تحلیلی پیشنهادی از نرممنظور بهصورت برابر صفر خواهد بود. در این پژوهش بهدر غیر این
 شود.می

 سازینه جهت شبیههای رودخاهای ارائه شده از شبکهتعریف مثال

تحلیلی پیشنهادی دو مثال ارائه شده است که در مثال اول، یک منبع آلاینده فعال  منظور ارزیابی و کاربرد حلدر این بخش، به
ای در قسمت ابتدایی شاخه اصلی شبکه مورد نظر )شکل متر، در یک شبکه رودخانه شاخه 200ای( با طولی به اندازه گسترده )غیرنقطه

کند. در مثال دوم نیز همانند مثال اول، یک ( قرار گرفته و غلظت آلودگی ورودی دلخواه از مرزهای شبکه را دستخوش تغییراتی می(2)
ای، در بخش میانی شاخه اصلی آن، وارد سیستم شده )شکل متری، در یک شبکه رودخانه حلقه 200ای با یک طول منبع آلاینده غیرنقطه
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های رودخانه دلخواه به همراه دهد. در ادامه نیز، نمای هر یک از شبکههای ورودی از مرزها را تحت تاثیر قرار می(( و غلظت آلودگی3)
 ها ذکر شده است.مشخصات آن

 ای با الگوی شرایط مرزی دلخواه و وجود یک منبع آلاینده فعال گسترده سازی شبکه رودخانه شاخهمثال اول:  مدل

ای ازاء عبارت منبع گسترده در یک شبکه رودخانه شاخهی عملکرد حل تحلیلی موجود با روش تبدیل لاپلاس بهدر مثال اول، به بررس
ها را نشان ای با جهت جریان در هر شاخه آن پس از نامگذاری گره( نمای شماتیک یک شبکه رودخانه شاخه2شود. شکل )پرداخته می

( آمده است، که این مقادیر بایستی 1ای مورد نظر در جدول )ده شبکه رودخانه شاخهدهد. تمامی مشخصات جریان، هندسی و آلاینمی
سازی از تاثیر مکانیزم واکنش عنوان ورودی به مدل داده شوند. همچنین در این مدلهای مشخص بههایی با درایهصورت ماتریسبه

 10ای )گسترده( با دبی تخلیه گسترده آلاینده غیرنقطهشود، یک منبع ( ملاحظه می2طور که در شکل )نظر شده است. همانصرف
 شود.وارد شبکه مورد نظر می 15متر، در شاخه  200ای به طول با سطح تخلیه صورت بارگذاریمترمکعب برثانیه بر متر به

 

 
 ای با جهت جریان در هر شاخه آن. نمای شماتیک شبکه رودخانه شاخه2شکل 

 

 ایهآلاینده تخلیه شده در شبکه شاخ. مشخصات جریان و 1جدول 

) s مسیر )L km ( / )V m s 2( / )D m s 3( / )Q m s 
15 0001/0 6 387/0 18 *14 
56 0001/0 4 06/1 10 40 
24 0001/0 3 194/0 15 7 
34 0001/0 3 25/0 25 9 
45 0001/0 2 432/0 8 16 

متر مکعب برثانیه بر متر در  10کیلومتری دبی گسترده  2/4تا  4باشد، اما درکیلومتراژهای مترمکعب بر ثانیه می 14برابر  15* دبی ورودی شاخه 

 شود.می 15نتیجه ورود منبع آلودگی گسترده وارد شاخه 

 

 ایای با الگوی شرایط مرزی دلخواه و وجود یک منبع آلاینده فعال غیرنقطهرودخانه حلقهسازی شبکه مثال دوم:  مدل

ای برای سازیمنظور ارزیابی عملکرد حل تحلیلی پیشنهادی با رویکرد تبدیل لاپلاس با لحاظ عبارت منبع گسترده، شبیهدر این مثال، به
( درنظر گرفته شده و مشخصات 3ای مطابق با شکل )منظور، شبکه رودخانه حلقهای انجام خواهد گرفت، که بدین یک شبکه رودخانه حلقه

( و دبی جریان L(، طول هر شاخه )D(، ضریب پراکندگی )V(، سرعت جریان )Sها )جریان، هندسی و آلاینده آن شامل شیب شاخه
(Q( در جدول )آورده شده است. همچنین، ضریب زوال واکنش در تمامی شاخه2 )ذکر است که، ها برابر با صفر لحاظ شده است. لازم به

براساس ماتریس نحوه اتصال پر و مقداردهی  های مشخص کههایی با درایهصورت ماتریسهای ورودی جدول بایستی بهتمامی داده
 10ای با توزیع دبی گسترده برابر با (، یک منبع آلاینده گسترده3عنوان ورودی داده شوند. باتوجه به شکل )شوند، به مدل تحلیلی بهمی

را تحت  1456و  2345د و دو مسیر شوای میمتر وارد شبکه حلقه 200ای به طول با سطح تخلیه 45 مترمکعب بر ثانیه بر متر در شاخه 
 دهد.تاثیر قرار می
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 ای با جهت جریان در هر شاخه آن. نمای شماتیک شبکه رودخانه حلقه3شکل 

 

 ایحلقه. مشخصات جریان و آلاینده تخلیه شده در شبکه 2جدول 

) s مسیر )L km ( / )V m s 2( / )D m s 3( / )Q m s 
14 0001/0 3 381/0 20 10 
45 0004/0 4 543/0 10 *509/15 
56 0001/0 3 189/1 25 40 
23 0005/0 3 25/1 8 20 
34 0005/0 4 27/0 15 509/5 
35 00072/0 5 57/0 17 491/14 

مترمکعب  10کیلومتری، توزیع دبی گسترده  2/5تا  5باشد، اما درکیلومتراژهای مترمکعب بر ثانیه می 509/15برابر  45 * دبی ورودی شاخه

 شود.می 45برثانیه بر متر در نتیجه ورود منبع آلودگی گسترده وارد شاخه 

 نتایج و بحث
ازی تحلیلی در سپلاس برای شبکه رودخانه، نتایج حاصل از شبیهکارگیری روش تبدیل لاتحلیلی استخراج شده با به منظور ارزیابی حلبه

 (2008)های های روش تحلیلی پیشنهادی در این پژوهش، نسبت به پژوهشترین مزیتیکی از مهمقالب دو مثال مجزا ارائه شده است. 
Zhang et al.  (2009)و Kilic & Aral ه توان بباشند، میکه مبتنی بر روش جداسازی عددی معادله انتقال آلودگی در شبکه رودخانه می

عدم وجود محدودیت شرط پایداری، محدودیت انتخاب گام مکانی و زمانی مناسب و عدم پیدایش خطای پراکندگی عددی اشاره نمود، که 
طور پژوهش . همچنین روش پیشنهادی در مقایسه با دو پژوهش فوق و همیناین موارد در حل تحلیلی موجود در این پژوهش وجود ندارد

(2019) Deng ترین نقاط قوت این پژوهش لحاظ عبارت منبع گسترده در معادله انتقال باشد. از مهمدارای دقت و عملکرد بالاتری می
ای که اذعان داشت که تاکنون منبع آلودگی گستردهتوان میهای مذکور این ترم لحاظ نشده است. همچنین، آلودگی است که در پژوهش

صورت یک طول معین در طول یک مسیر از یک شبکه رودخانه، یا یک شاخه رودخانه و یا محیط متخلخل وارد سیستم شود در بین به
توزیع  1پذیر درجه واکنش صورت الگوی آلودگیای )آلودگی از نوع محلول بهصورت نقطهها وجود نداشته و تنها منبع آلودگی بهپژوهش

 (.Sanskrityayn et al., 2018, 2021صورت پیوسته در کل مسیر بوده است )( یا بهMashhadgarme et al., 2017 ,2020, 2021شده است( )

 ای(سازی تحلیلی مثال اول )شبکه رودخانه شاخهنتایج مدل

بعد شده در ساعت و الگوی غلظت آلودگی ورودی بی 12سازی برابر با شبیه(، زمان 2ای شکل )سازی شبکه رودخانه شاخهمنظور مدلبه
( قابل مشاهده است. همچنین، الگوی غلظت آلودگی تخلیه شده برای منبع گسترده 6( تا )4های )صورت شکلترتیب بهبه 3و  2، 1نقاط 

بعد شده برای سازی، نمودارهای پروفیل مکانی غلظت بی( درنظر گرفته شده است. پس از شبیه7صورت شکل )، به15مورد نظر در شاخه 
باشد. ( می8مطابق با شکل ) 3456و  2456، 156برای سه مسیر  66/0و  43/0بعد شده ( در دو زمان بی2ای شکل )شبکه رودخانه شاخه

 ( آمده است.3همچنین مقایسه آماری دو حل تحلیلی و عددی برای شبکه مورد نظر در قالب جدول )
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 2. الگوی غلظت آلودگی ورودی از نقطه 5شکل  1. الگوی غلظت آلودگی ورودی از نقطه 4شکل 

 
 . الگوی غلظت آلودگی ورودی از منبع آلاینده گسترده7شکل    3. الگوی غلظت آلودگی ورودی از نقطه 6شکل  

 
بعد ای در دو زمان بیارت منبع گسترده در شبکه رودخانه شاخه. مقایسه نمودار پروفیل مکانی غلظت دو حل تحلیلی و عددی با لحاظ عب8شکل 

 66/0و  43/0شده 
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بعد شده مذکور، نمودارهای پروفیل مکانی غلظت حاصله از های بیشود، در هر یک از زمان( ملاحظه می8طور که در شکل )همان
وانایی دهنده عملکرد مطلوب و تهستند، که این مورد نشان هر دو حل تحلیلی و عددی برای سه مسیر مورد نظر تقریباً بر یکدیگر منطبق

)تگی ضریب همبسهای آماری بر این، انطباق دو حل تحلیلی و عددی مذکور، باتوجه به شاخصعلاوه باشد.بالای حل تحلیلی حاصله می
2R( جذر میانگین مربع خطاها ،)RMSEو م )( یانگین خطای مطلقMAE( محاسبه شده در جدول )کاملاً گویا می3 ) باشد. در مسیر

به بعد قابل مشاهده بوده که در نتیجه بارگذاری گسترده  4/0(، اثر ترم منبع گسترده ورودی به این مسیر در کیلومتراژ 8در شکل ) 156
یر صورت نامنظم متغسازی، بهتقویت شده و چون الگوهای آلودگی در نظر گرفته شده برای مدل، غلطت در این مسیر 15ورودی به شاخه 

کر شوند. لازم به ذتدریج از کل شبکه مورد نظر خارج میهای آلودگی در سه مسیر بهیاشند، در انتها با گذشت زمان، غلظتبا زمان می
ضرب دبی در غلظت( یکدیگر، در نتیجه بارگذاری )حاصل ها بهاتصال شاخه هایاست که روندهای کاهشی و یا افزایشی غلظت در محل

باشد، که اگر این بارگذاری حاصله باعث برآیند غلظت مثبت شود، سبب افزایش غلظت و بالعکس، اگر باعث برآیند مثبت از شاخه فرعی می
شود، باتوجه به مقایسه آماری ( ملاحظه می3ه در جدول )طور کهمان گردد.های اتصال میمنفی غلظت گردد، سبب کاهش غلظت در محل

مربع  نیانگی، جذر م2R یآمارخطای  یهاشاخص(، 2ای فرضی شکل )دو حل تحلیلی و عددی در این پژوهش برای شبکه رودخانه شاخه
 0101/0کیلوگرم بر مترمکعب و  014/0، %71/99ترتیب برابر با ( در بهترین حالت، بهMAE) مطلق یخطا نیانگیو م (RMSE) خطاها

، %96/97ترتیب برابر با محاسبه شد و در بدترین حالت انطباق نیز به 66/0بعد در زمان بی 3456کیلوگرم بر مترمکعب متعلق به مسیر 
که این اعداد  محاسبه گردید، 43/0بعد در زمان بی 2456کیلوگرم بر مترمکعب مربوط به مسیر  0179/0کیلوگرم بر مترمکعب و  0277/0
 باشد.( می2ای شکل )دهنده انطباق بسیار خوب دو حل تحلیلی و عددی در شبکه رودخانه شاخهنشان

 

 ایهای آماری برای شبکه رودخانه شاخه. مقایسه آماری پروفیل مکانی دو حل تحلیلی و عددی با استفاده از شاخص3جدول 

 RMSE مسیر و زمان
3( / )kg m 

MAE 
3( / )kg m 

2R 
(%) 

 29/99 0163/0 0216/0 43/0، زمان 156
 62/99 0152/0 0194/0 66/0 ، زمان156
 96/97 0179/0 0277/0 43/0، زمان 2456
 63/99 0105/0 0142/0 66/0، زمان 2456
 85/98 0166/0 0242/0 43/0، زمان 3456
 71/99 0101/0 014/0 66/0، زمان 3456

 

 ای(سازی تحلیلی مثال دوم )شبکه رودخانه حلقهنتایج مدل

صورت های مورد نظر بهساعت بوده و آلودگی 12سازی برابر با (، زمان کل شبیه3ای شکل )سازی شبکه رودخانه حلقهمنظور شبیهبه
به همراه الگوی منبع آلاینده  2و  1ترتیب از مرزهای ( به10( و )9های )بعد شده نامنظم متغیر با زمان مطابق شکلالگوهای غلظت بی

. شوندای مدنظر میکیلومتری، وارد سیستم شبکه رودخانه حلقه 2/5تا  5( در کیلومتراژهای 11صورت شکل )به 45 ه شاخه گسترده وارده ب
 451/0بعد بعد شده در طی دو زمان بیهای مکانی غلظت آلودگی بیسازی مثال فرضی مورد نظر، نتایج حاصله در قالب پروفیلبعد از شبیه

( ارائه شده است. در ادامه نیز، به جهت مقایسه دو حل تحلیلی و عددی 12مطابق شکل ) 2356و  23456، 1456برای سه مسیر  648/0و 
( قابل 4ای مدنظر در جدول )های خطای آماری استفاده شده است، که نتایج آماری آن برای شبکه رودخانه حلقهدر این پژوهش، از شاخص

 باشد.مشاهده می

 
 2. الگوی غلظت آلودگی ورودی از نقطه 10شکل  1آلودگی ورودی از نقطه . الگوی غلظت 9شکل 
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 . الگوی غلظت آلودگی ورودی از منبع آلاینده گسترده11 لشک

 
های مکانی غلظت برای دو حل تحلیلی در هر دو زمان مورد نظر برای هر توان اذعان داشت که پروفیل(، می12باتوجه به شکل )
( 4های خطای آماری محاسبه شده در جدول )انطباق خیلی خوبی با یکدیگر هستند، که این مورد باتوجه به شاخصسه مسیر مذکور دارای 

ترتیب را به 23456و  1456ای دو مسیر شود، آلودگی ناشی از منبع غیرنقطه( مشاهده می12طور که در شکل )کند. همانکاملاً صدق می
به بعد را تحت تاثیر قرار داده و اثر آن در روند افزایشی یا کاهش غلظت در اثر برآیندهای  64/0تقریباً  به بعد و 5/0بعد در کیلومتراژهای بی

توان اشاره نمود که عواملی همچون تفاوت مقدار ( می12مثبت و یا منفی غلظت آلودگی کاملاً مشخص است. همچنین باتوجه به شکل )
های اتصال د نظر باعث گردیده تا برآیند غلظت آلودگی در نتیجه بارگذاری مثبت، در محلسطح مقطع و دبی جریان هر شاخه در شبکه مور

 های اتصال را به دنبال دارد.مثبت و یا منفی شود، که در نتیجه تغییرات کاهشی و یا افزایشی غلظت در محل
 

 ایی آماری برای شبکه رودخانه حلقهها. مقایسه آماری پروفیل مکانی دو حل تحلیلی و عددی با استفاده از شاخص4جدول 

 RMSE مسیر و زمان
3( / )kg m 

MAE 
3( / )kg m 

2R 
(%) 

 26/99 0152/0 0226/0 451/0، زمان 1456
 86/99 0067/0 0099/0 648/0 زمان، 1456
 20/95 0194/0 0309/0 451/0، زمان 23456
 75/99 0092/0 0129/0 648/0، زمان 23456
 28/96 025/0 0309/0 451/0، زمان 2356
 21/99 0127/0 0213/0 648/0، زمان 2356

 

اختلاف بسیار جزئی بین نمودار دو حل تحلیلی و  5/0تا  4/0ی در کیلومترها 23456و  2356و مسیر (، برای د12باتوجه به شکل )
دلیل وجود خطاهای رایج عددی نظیر، خطای گرد کردن، خطای کوتاه کردن جملات ریاضی و شود، که این اختلاف بهعددی مشاهده می

اس مقایسه آماری دو حل تحلیلی و عددی (، براس4نظر کردن است. باتوجه به جدول )باشد و قابل صرفویژه خطای پراکندگی عددی میبه
 مربع خطاها نیانگی، جذر م2Rمحاسبه شده  یآمارخطای  یهاشاخص(، 8ای دلخواه شکل )در این مطالعه برای شبکه رودخانه حلقه

(RMSE) مطلق یخطا نیانگیو م (MAEدر بهترین حالت انطباق، به ) 0067/0مترمکعب و کیلوگرم بر  0099/0، %86/99ترتیب برابر با 
کیلوگرم  0309/0، %2/95ترتیب برابر با بوده و در بدترین حالت نیز به 648/0بعد در زمان بی 1456کیلوگرم بر مترمکعب متعلق به مسیر 

نطباق دهنده اباشد، که این اعداد نشانمی 451/0بعد در زمان بی 23456کیلوگرم بر مترمکعب مربوط به مسیر  0194/0بر مترمکعب و 
 باشد.( می3ای دلخواه شکل )بسیار عالی دو حل تحلیلی و عددی در این مطالعه  برای شبکه رودخانه حلقه
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بعد ای در دو زمان بیمقایسه نمودار پروفیل مکانی غلظت دو حل تحلیلی و عددی با لحاظ عبارت منبع گسترده در شبکه رودخانه حلقه -12شکل 

 648/0و  451/0شده 

 گیرینتیجه
 ها، لازم است عبارت منبعبر مرزویژه گسترده در طول مسیر آن علاوهای و بههای نقطهسازی انواع آلودگیهای رودخانه برای مدلدر شبکه

 تترین نوآوری این پژوهش، استخراج حل تحلیلی معادله انتقال آلودگی با لحاظ عباردر معادله انتقال آلودگی لحاظ شود، بنابراین، مهم
منبع گسترده و شرط اولیه با استفاده از روش تبدیل لاپلاس در یک دامنه محدود با شرایط مرزی ورودی و خروجی از نوع اول برای شبکه 

هایی بر روی دو مثال فرضی مجزا برای دو نوع شبکه رودخانه سازیمنظور کابرد حل تحلیلی پیشنهادی، شبیهباشد. بهرودخانه عام می
ای، که هریک با وجود یک منبع آلاینده فعال گسترده با الگوی نامنظم و شرایط مرزی دلخواه بودند، انجام شد و نتایج هر لقهای و حشاخه

صورت نمودارهای پروفیل مکانی غلظت برای هر مسیر در مقایسه با حل عددی ارائه شد. از توانمندی روش تحلیلی طور جداگانه بهمثال به
ای با درنظر گرفتن انواع الگوهای آلودگی منظم و ای و حلقهای اعم از شاخههای رودخانهسازی انواع شبکهبه شبیهتوان پیشنهادی، می

 توان اذعان داشت که روش تحلیلی تبدیلنامنظم دلخواه برای شرایط مرزی و عبارت منبع گسترده اشاره کرد. باتوجه به این پژوهش، می
باشد، با لحاظ عبارت منبع می ADREمسائل پیچیده معادلات دیفرانسیل جزئی ناهمگن از جمله معادله لاپلاس ابزاری قدرتمند در حل 

ند روش های دیگر مانهای تحلیلی، در آن نیازی به همگن کردن شرایط مرزی نسبت به روشکه ضمن کاربری آسان نسبت به سایر روش
GITT گیری وارون اشاره نمود، چراکه در توان به لاپلاسباشد، که میی محدودیتی نیز میباشد، اما این روش در کنار مزایای آن، دارانمی

صورت تحلیلی وجود ندارد، بنابراین، بایستی از گیری لاپلاس به، امکان وارونsتوابع پیچیده محاسبه شده برحسب متغیر لاپلاس 
اسبات بالاتری داشته باشند، که در این پژوهش الگوریتم کارآمد ای استفاده نمود که دقت و سرعت محگیری عددیهای لاپلاسالگوریتم
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CME ذکر است که، در صورت پیچیدگی زیاد و بزرگتر شدن یک شبکه رودخانه در روش ارائه این مشکل را برطرف نموده است. لازم به
 شده و به تبع آن دستگاه معادلات جبری های ورودی از جمله ماتریس سرعت، ماتریس ضریب پراکندگی و ... بیشترشده، ابعاد ماتریس

دنبال خواهد داشت. همچنین، این پژوهش نشان سازی را بهشود، که این مورد افزایش هزینه محاسباتی و زمان شبیهتر میغیرخطی بزرگ
ر، آماری محاسبه شده نظیهای خطای داد که حل تحلیلی موجود دارای انطباق بسیار خوبی با حل عددی بوده و این مورد باتوجه به شاخص

باشد و ( برای دو حل کاملاً گویا میMAE( و میانگین خطای مطلق )RMSE(، جذر میانگین مربع خطاها )2R)ضریب همبستگی 
 وشهای عددی، ردلیل وجود خطاهای رایج در حلتوان اشاره نمود که بهمیباتوجه به دقت بالا و عملکرد مناسب حل تحلیلی پیشنهادی، 

 های عددی در شبکه رودخانه باشد.سنجی حلعنوان ابزاری جهت صحتتواند بهتحلیلی موجود می

 یوستپ

 شود:( بیان می29)صورت رابطه ( به6شکل کلی پاسخ اختصاصی معادله )
1 (29رابطه  1 2 2( , , ( , )) ( ) ( , ) ( ) ( , )ijg x s y s Z x C x s Z x C x s   
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 آید.دست می( به15(، رابطه )29( در معادله )31( و )30با جایگذاری روابط )

 توضیحات تکمیلی ماتریس انتشار:

ذکر است که، عناصر قطری ماتریس انتشار همگی مثبت و براساس رابطه بالایی آن (، لازم به26در زمینه ماتریس انتشار یعنی رابطه )
، همچنین، شوندشده و عناصر غیرقطری آن در صورت وجود اتصال دارای مقادیر منفی بوده و براساس رابطه پایینی آن محاسبه میمحاسبه 

(، 3ن مثال ماتریس انتشار شکل )عنواوجود نداشته باشد، درایه ماتریس انتشار برابر با صفر خواهد بود. به jو iاگر اتصالی بین گره
 باشد:صورت زیر میبه
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