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ABSTRACT 

In this study, the fractional-order differential equations in range of (0,1) were used to model the water surface 

profile under Darcy's law condition in porous medium for a fully developed turbulent flow. The developed 

equation is solved analytically. The laboratory model used in this study consists of a coarse-grained porous 

medium with 6.4 m length, 0.8 m width and 1 m height, including rounded corner materials, which are tested 

for different flow rates and three longitudinal slopes of 0, 4, 20.3%. Then, parameters of model and porous 

media were calibrated based on laboratory data. In order to evaluate the proposed analytical solution, the 

obtained results from fractional-order differential model were compared with the laboratory data. The results 

showed a satisfactory agreement with experimental data of water surface profile (seepage line) in all three 

slopes. The maximum error of the proposed model is 3.5% compared to the experimental data. It can be 

concluded that the proposed method can provide better description of water surface profile analysis under non-

Darcy flow conditions as compared to Darcy model in porous media. 

Keywords: Fully developed turbulent flow, fractional-order differential model, free surface profile, Non-

Darcian flow, analytical solution. 
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 دانههای متخلخل درشتکاربرد معادلات ديفرانسيل کسری در تحليل خط نشت در محيط

 2، محمد صدقی اصل*1، عليرضا وطن خواه1نوشين اصلاحی

دانشگاه مهندسی و فناوری کشاورزی، پردیس کشاورزی و منابع طبیعی  ، دانشکدهگروه مهندسی آبیاری و آبادانی .1

  ، کرج، ایران.تهران

 ، دانشگاه یاسوج، یاسوج، ایران.کشاورزیگروه علوم خاک، دانشکده  .2

 (16/9/1398تاریخ تصویب:  -13/9/1398تاریخ بازنگری:  -21/7/1398)تاریخ دریافت: 

 چکيده:

سازی نیمرخ سطح آب درون محیط متخلخل در دامنه در این تحقیق از معادلات دیفرانسیل مرتبه کسری برای مدل

یافته تحت شرایط قانون استفاده گردید و معادله توسعه یافتهتوسعه کاملاً متلاطم ی کسری صفر تا یک برای جریانمرتبه

 8/0متر، عرض  4/6طول  به دانهدرشت محیط متخلخل یک شامل زمایشگاهیآ دارسی، به روش تحلیلی حل گردید. مدل

 افقی، شیب سه و جریان دبی مختلف هایحالت ها برایباشد که آزمایشگوشه میمتر و شامل مصالح گرد 1متر و ارتفاع 

 منظوربههای آزمایشگاهی واسنجی گردیدند. درصد انجام شد. پارامترهای مدل و محیط متخلخل بر مبنای داده 3/20و  4

 بخشیرضایت توافق آمدهدستبه های آزمایشگاهی مورد مقایسه قرار گرفت. نتایجارزیابی حل تحلیلی حاضر، نتایج با داده

 حداکثر خطای مدل پیشنهادی نسبت کهطوریبه .داد نشان موردنظررا در هر سه شیب  آب سطح نیمرخ تجربی هایداده با

 آب سطح نیمرخ تحلیل و تجزیه برای تواندمی طبق تحقیق حاضر، روش پیشنهادی .استدرصد  5/3های تجربی به داده

 های متخلخل ارائه کند.های غیر دارسی توصیف بهتری نسبت به مدل دارسی در محیطدر شرایط جریان

ی کسری، نیمرخ سطح آب، جریان دیفرانسیل مرتبه، معادله یافتهتوسعهی کاملاً جریان آشفتهکليدی:  هایواژه

 غیردارسی، حل تحلیلی.

 مقدمه 
جریان آب در خاک و مسائل وابسته از دیرباز توسط دانشمندان 

و هیدروژئولوژی مورد توجه بوده  زیستمحیطعلوم خاک، نفت، 

های مختلف علوم و مهندسی داشته و کاربردهای فراوانی در شاخه

های آبی ای در سازهسنگریزه یدانهدرشتاست. استفاده از مصالح 

ها روز به روز در حال افزایش است، به دلیل خصوصیات ویژه آن

ها، از این مصالح جهت فیلتراسیون، پوشش کانال کهطوریبه

 سنگیپارهو سدهای  1های سنگریزهای آرامش، زهکشحوضچه

ها به دلیل بزرگی شود. رفتار جریان در این محیطستفاده میا

های بالا و آشفتگی جریان بسیار اندازه ذرات و منافذ و بروز سرعت

-دانه مانند زهکشهای درشترو در محیط پیچیده است. از این

کند، ها با سرعت بالا عبور میهای سنگریز که جریان از میان آن

ی برای برآورد پارامترهای مختلف جریان توان از قانون دارسنمی

استفاده کرد چرا که کاربرد قانون دارسی محدود به شرایط خاصی 

تراکم بودن جریان و برقراری شرایط  غیرقابلماندگار و  ازجمله

ها دیگر معتبر نیست که در صورت انحراف از آن استجریان آرام 

کند. در این یو اصطلاحاً شرایط از دارسی به غیردارسی تغییر م

بین  غیرخطیصورت اصولاً از روابط دیگری که بیانگر یک ارتباط 
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 شودتوده عظیمی از سنگدانه که هنگام حفاری معادن ایجاد می .1

ها است و به روابط سرعت و گرادیان هیدرولیکی در این نوع محیط

ی شود. جریان آشفتهغیر دارسی معروف هستند، استفاده می

های غیردارسی است که نوع خاصی از جریان یافتهتوسعهکاملًا 

در صورتی که قطر متوسط  01/0طولی  ممکن است در شیب

( 35/0باشد )تخلخل  مترمیلی 3/30محیط متخلخل بزرگتر از 

 (.Moutsopoulos ,2009رخ دهد)

موارد کاربرد و اهمیت مطالعه و بررسی جریان  ازجمله

های سیال درون محیط متخلخل به جهت طراحی و مدیریت سازه

تعیین موقعیت نیمرخ  ها،ها، رودخانه و آبراههمتخلخل، آبخوان

های بسیاری های اخیر تلاش. در دههاستسطح آب و تحلیل آن 

های غیردارسی صورت توسعه توصیف ریاضی جریان منظوربه

 مطالعات ی این(. نتیجه2018Yang,  Zhou andگرفته است )

 در هیدرولیک جریان بتوان آن طریق از که است روابطی ارائه

 نمود.  سازیشبیه را متخلخل هایمحیط

های سیال درون محیط متخلخل تجزیه و تحلیل جریان

 ازجملهتواند مبتنی بر کاربرد مبانی نظری مختلفی می دانهدرشت

استفاده از تئوری دوپوئی و جریان متغیر تدریجی باشد. برخی از 

محققان بحث کاربرد جریان متغیر تدریجی را مطرح و با استفاده 
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اهی به ارزیابی صحت این تئوری در موارد از نتایج آزمایشگ

اولین مطالعه جدی و  ) 1955Wilkins(اند. محدودی پرداخته

یک ابزار  عنوانبهمستند در مورد کاربرد جریان متغیر تدریجی 

را  دانهدرشتهای متخلخل سازی نیمرخ سطح آب در محیطمدل

جریان ی انجام داد و سپس محققان دیگری از این روش در مطالعه

 ;Parkin, 1963های متخلخل استفاده کردند)در محیط

1979Stephenson,  2002((. در ادامه( Bari and Hansen  بیان

 متغیر جریان نظریه کند تغییر هندسه کانال که شرایطی کردند در

 مصالح درون آب سطح نیمرخ سازیابزار مدل بهترین تدریجی

با نقد پژوهش  Bazargan and Shoaei (2006) که است سنگریز

 Stephensonو  Wilkinsنبودن نتایج  روابط  قبولقابلایشان به 

 بعدییکسازی به مدل Sarkhosh et al. (2017) اشاره کردند.

های سنگریز با روش گام استاندارد نیمرخ سطح آب درون سازه

ای توانی بین سرعت و گرادیان هیدرولیکی پرداختند و رابطه

 نمودند.استخراج 

 از دیگر مبانی نظری قابل کاربرد، تئوری دوپوئی است که

د. گرداستفاده می زیرزمینیهای گسترده در مسائل آب طوربه

ازای  ( به1باشد: )نظریه جریان آزاد دوپوئی مبتنی بر دو فرض می

توان افقی تغییرات کم در شیب خط نشت، خطوط جریان را می

. استبار هیدرولیکی مستقل از عمق در نظر گرفت، به بیان دیگر 

 ( شیب هیدرولیکی برابر با شیب سطح آزاد آب است و با عمق2)

ود ندارد. گرادیانی در جهت قائم وج گونههیچکند یعنی تغییر نمی

نشت ارتباط  خطشیباعتبار این فرض مستقیماً به مقدار زاویه 

یاری دارد. اگرچه ماهیت این دو فرض متناقض است، ولی حل بس

به  هاهای دوپوئی، با حل آنبر پایه فرض زیرزمینیاز مسائل آب 

 ,Harr, 1963; Reddiکند )برابری می خوبیبهتر های دقیقروش

2003 .) 

Sedghi-Asl and Ansari (2016)  با ترکیب فرضیات

افت فشار توانی  غیرخطیو رابطه  یافتهتوسعهفرشهایمر  -دوپوئی

تحلیلی  حلراهدیدی دست یافتند و یک به معادله دیفرانسیل ج

برای محاسبه نیمرخ سطح آب از میان محیط متخلخل زبر توسعه 

 ایشان در ادامه تحقیقات خود به تحلیل عمق نرمال در دادند.

کلی برای  حلراهزهکش سنگی در حالت ماندگار پرداختند و یک 

های سنگی تحت محاسبه نیمرخ سطح آب از میان زهکش

 وپوئی فرشهایمر ارائه نمودند.فرضیات د

که اشاره گردید قانون دارسی در مواردی که  گونههمان

کند قادر به توصیف دقیق رفتار رژیم جریان از آن پیروی نمی

های هیدرولیکی متخلخل به ای که در سازهجریان نیست، پدیده

شود. لذا و منافذ ایجاد می هادانهسنگبودن  دانهدرشتدلیل 

بازنگری در معادله نیمرخ سطح آب تحت شرایط قانون دارسی 

و  استسازی بهتر پدیده غیردارسی امری ضروری شبیه منظوربه

های جدید برای ارائه تحقیق در این موضوع نیازمند ابزارها و روش

های اخیر، تر نسبت به شرایط واقعی است. در سالمعادلات دقیق

-مشتقات کسری و معادلات دیفرانسیل مرتبهتمرکز بسیاری روی 

مهندسی آب وجود داشته است  ازجملهی کسری در علوم مختلف 

 ,.Martinez et alو بهبودهایی در معادلات انتشار جابجایی )

، طراحی (Oldham and Spanier, 1974) (، انتشار آلودگی2010

های موج (، مدلCooke et al., 2001) زیرزمینیهای زهکش

 Kavvas andفیوژن و موج سینماتیک جریان کانال باز )دی

Ercan, 2014.با توجه به کاربرد معادلات   ( حاصل شده است

-ی کسری در بهینه کردن و بالا بردن دقت مدلدیفرانسیل مرتبه

در این بخش به معرفی ، در مسائل مهندسی شدهارائههای ریاضی 

ای آن پرداخته هحساب دیفرانسیل و انتگرال کسری و ویژگی

 شود. می

حساب دیفرانسیل و انتگرال کسری عنوانی است برای 

برای  ها از هر مرتبه دلخواه که تعمیمیها و مشتقنظریه انتگرال

حیح گانه است که معادلات مرتبه ص nو انتگرال  nمشتق از مرتبه 

به شوند. به عبارتی مشتقات مرتای از آن محسوب میزیر مجموعه

کلی مشتقات مرتبه صحیح هستند که مرتبه  کسری، شکل

ت یک عدد صحیح، هر عدد حقیقی مثب جایبهها گیری آنمشتق

-(. بسیاری از نویسندگان روشPodlubny, 1998تواند باشد )می

های مختلفی برای حل معادلات دیفرانسیل کسری خطی و 

 های علمی واند که اهمیت زیادی در زمینهغیرخطی ارائه کرده

 ی دیفرانسیلاز آنجا که اکثر معادلات پیچیده .وری دارندفنا

 هایها، روشهای تحلیلی دقیق ندارند، برای حل آنکسری جواب

د وجود شود و در موارگسترده استفاده می طوربهتقریبی و عددی 

حل تحلیلی، روش تبدیلات لاپلاس بسیار کاربردی خواهد بود 

(Podlubny, 1998 .) 

 و سودمند به کسری ابزاری بسیار عالیهای مرتسیستم

-های ذاتی مواد مختلف به شمار میبرای توصیف حافظه و ویژگی

روند و در حال حاضر، تعداد کاربردهای آن به سرعت در حال 

. یکی از خواص بسیار مهم مشتقات مرتبه کسری این رشد است

است که بر خلاف مشتقات مرتبه صحیح، این نوع مشتقات غیر 

هستند، این بدین مفهوم است که مشتق مرتبه کسری  موضعی

تابع در یک نقطه، نه فقط بستگی به خصوصیات تابع در آن نقطه 

دارد بلکه بستگی به خصوصیات تابع در تمام نقاط موجود در 

(. وجود چنین خاصیتی Huang et al., 2008دامنه تابع دارد )

وشی بسیار ر عنوانبهباعث شده است که مشتقات مرتبه کسری 

ها وابسته به مکان هایی که خصوصیات آنقوی برای بررسی پدیده

(. با کاربرد Ding et al., 2010و زمان است، شناخته شوند )
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مشتقات مرتبه کسری اثرات مقیاس بر خصوصیات محیط 

شود. در این حالت خصوصیات محیط متخلخل متخلخل حذف می

مقیاس و دارای مقدار مانند ضریب هدایت هیدرولیکی مستقل از 

 Benson et al., 2000; Wheatcraft and)ثابتی خواهند بود 

Meerschaert, 2008; Schumer et al., 2001 ). 

های سنگریز به دو دلیل مورد توجه نشت در محیط مسئله

های سنگریز سازه دستپایینشت خروجی در نسطح  -: الفاست

گردد. چنانچه مستغرق میهای معادن در یک دبی خاص و زهکش

به ازای حداکثر دبی طراحی، تراز آب خروجی محاسبه شده کم 

-کاهش می دستپایینها در وجه باشد، قابلیت فرسایش سنگدانه

های سازه دستپاییندر  شدهشاهدهمسطح نشت  -یابد. و ب

سازی فشار نشت برای مدل مسئلهسنگریز یکی از شرایط مرزی 

 دستپاییناز موقعیت سطح نشت در وجه . آگاهی استمنفذی 

نماید. سدهای خاکی، محاسبات فشار منفذی را تسهیل می

ی که از پیشینه تحقیق مشخص است، در مسائل مهندس طورهمان

خط نشت در  بینیپیشاز ابزار محاسبات کسری برای  تاکنونآب 

های متخلخل استفاده نشده است. بنابراین با توجه به محیط

،  دانهدرشتهای متخلخل عیین خط نشت در محیطاهمیت ت

-سازی نیمرخ دارسی در جریانهدف از تحقیق حاضر بهبود مدل

بزار دارسی عبوری از میان محیط متخلخل با استفاده از اهای غیر

 .استمعادلات دیفرانسیل کسری 

 هامواد و روش
Pavlovsky (1956) های ای در آببا فرض ایجاد جریان ورقه

رد کاز ترکیب معادله پیوستگی و قانون دارسی استفاده  زیرزمینی

های حیطمسطح آب در  بینیپیش منظوربهی جدیدی و به رابطه

 متخلخل دست یافت. 

Vhq        (        1)رابطه   

                            (  2)رابطه  cos)tan( xyh  

                                           ( 3)رابطه 

dy
V k

dx

 
   

  

سرعت جریان،  Vدبی در واحد عرض،  qدر معادلات فوق، 

h  ،عمق عمود بر کف کانالϴ وی کف کانال نسبت به افق زاویه 

k  پارامتر تناسب است که تابع خصوصیات سیال و مصالح محیط

علت وجود . استبوده و به ضریب هدایت هیدرولیکی معروف 

. شکل است( افت بار در طول مسیر 3علامت منفی در معادله )

 صورتبهرا  دانهدرشت( نیمرخ سطح آب در محیط متخلخل 1)

 دهد.شماتیک نشان می

 
 دانهدرشت متخلخل محيط درون نيمرخ سطح آبشماتيک  نمايش  .1شکل 

 

( 4ه )(، معادل1( در معادله )3( و )2با قرار دادن معادلات )

 شود:حاصل می

               (  4)رابطه 
( tan )cos

dy
q k y x

dx
 

 
    

  

 Sedghi-Asl et al. (2014b)( را ب4رابطه ) ا در نظر گرفتن

بود ( به5رابطه ) صورتبهدار های متخلخل با کف شیبمحیط

 بخشیدند.

             (   5)رابطه 
 

 


tan
cos

2

xy
q

k

dy

dx



 

( 6دله )سازی و به شکل معا( ساده5حل، معادله ) منظوربه

 شود: بازنویسی می

)()(                               ( 6)رابطه  yBxAyyDx  

عبارتند   B و Aعملگر مشتق است و مقادیر  Dکه در آن 

 از:

                              ( 7)رابطه 
 

q

k
A

2
cos

 

                      ( 8)رابطه 
 




tan
cos

2

q

k
B


  

 زیر خواهد بود. صورتبه( 6حل تحلیلی رابطه )

                 ( 9)رابطه 
2

( ) ByA A
x y y Ce

B B

   

 . استثابت انتگرال  Cدر رابطه فوق 

-در پیش (5بهبود رابطه ) منظوربهاین تحقیق در نظر دارد 

های غیردارسی، این معادله را در فضای معادلات بینی پدیده

دستیابی  منظوربهی کسری مدل و حل کند. لذا دیفرانسیل مرتبه

ادله به یک حل با استفاده از معادلات دیفرانسیل کسری، ابتدا مع

 شود:( نوشته می10معادله ) صورتبه( 5)

)()(                          ( 10رابطه ) yBxAyyxD  
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کند. در بازه صفر و یک تغییر می αکه در آن پارامتر 

د، معادله برابر واحد در نظر گرفته شو αمقدار پارامتر  کهدرصورتی

رایطی ش( تنها برای 6یابد. معادله )( کاهش می6(، به معادله )10)

بیشتر  کهدرصورتیکه قانون دارسی برقرار باشد، معتبر است، 

لذا در  دارسی و معمولاً غیردارسی هستند. ندرتبهشرایط طبیعی 

د. منطقی خواهد بو در بازه صفر و یک αنظر گرفتن مقداری برای 

ی باشد بدیهی است  در حالتی که پدیده تحت شرایط قانون دارس

دارسی مقداری غیر از یک برابر یک و در شرایط غیر αمقدار 

 خواهد داشت.

دستیابی به یک حل کلی در فضای معادلات  منظوربه

ی کسری، تبدیل لاپلاس به دو طرف معادله دیفرانسیل مرتبه

 گردد.( اعمال می10)

]           ( 11)رابطه  ( )] [ ( )] [ ]L D x y L Bx y L Ay   

 فضای لاپلاس خواهیم داشت:با انتقال به 

( 12)رابطه 
2

1 1
)()0()(

S
ASBXxSSXS   

 ت:خواهیم داش Xساده  طوربهیا  X(S)با حل معادله برای 

           (13)رابطه 
1

2

(0) 1x S A
X

S B S B S



 



  
 

 

 تواند به شکل زیر بازنویسی شود:( می13معادله )

  ( 14)رابطه 





 S

BS

A

S

BS

x
X










1

1

1

1)0(
2

 

لورن معادله با استفاده از بسط مک، و S/B+1>1با فرض 

 شود:( به شکل زیر تبدیل می14)

 ( 15)رابطه 























 3

3

2

2

23

3

2

2

11
)0(

S

B

S

B

S

B

S

A

S

B

S

B

S

B

S

x
X 

عادله دستیابی به حل از طریق تبدیل لاپلاس، م منظوربه

 شود:می زیر بیان صورتبه( 15)

 ( 16)رابطه 























23

2

22213

3

12

2

1

11
)0(

 S

B

S

B

S
A

S

B

S

B

S

B

S
xX 

تبدیل لاپلاس معکوس ( با استفاده از 16با حل معادله )

 خواهیم داشت:

 ( 17)رابطه 

          































 

23222121
1)0()(

32222



 yBByy
Ay

yBBy
xyx

 
 صورتبه( 17لفلر، حل )-تابع میتگ تعریف ازبا استفاده 

 شود:زیر بیان می

( 18)رابطه     





 ByEy
B

A
ByExyx  2,1, 1)0()(

 لفلر عبارت است از:-که در آن تابع میتگ

                     ( 19)رابطه 
 ,

0 ( )

j

j

Z
E Z

j
 

 






 


 

برابر  (18در معادله ) αمقدار  کهدرصورتیتوان نشان داد می

با یک در نظر گرفته شود، مدل کسری به حل کلاسیک )معادله 

 یابد.( کاهش می7

 خواهیم داشت:  X(، برای 13در معادله ) α=1با فرض 

                      ( 20)رابطه 
2

1)0(

S

A

BSBS

x
X 





 

( با استفاده از تبدیل لاپلاس معکوس، 20با حل معادله )  

 آید.( به دست می21معادله )

   ( 21)رابطه 

  2

2

1 (0)
( )

By ByA By e x B e
x y

B

   


 

 است. انیبقابل( به شکل زیر نیز 21معادله )

 ( 22)رابطه 

 2

2

(0)
( )

By By Bye ABye Ae A x B
x y

B

   


 
 ( خواهیم داشت:21سازی معادله )پس از ساده

Byex( 23)رابطه 
B

A

B

A
y

B

A
yx 








 )0()(

22
 

( به 7حل کلاسیک )معادله  C0+x(2A/B=(که با فرض 

توسط  شدهارائهکه نشان داده شد حل  طورهمانآید. دست می

ج به حل تحلیلی رای α=1( یک حل جامع بوده و برای 18معادله )

 شود. تبدیل می

ز سه ( در شرایط واقعی، ا18ارزیابی معادله ) منظوربه

 ی آزمایشگاهی استفاده شد و پارامترهای معادلهمجموعه داده

شامل ضریب هدایت هیدرولیکی و مرتبه کسری، توسط گزینه 

solver متلب  نویسیبرنامهاکسل و همچنین زبان  افزارنرم

محاسبه شدند و نیمرخ سطح آب تحت شرایط آزمایشگاهی به 

طح ترین نیمرخ سترسیم و سپس بهینه شدهمحاسبهزای مقادیر ا

 مربعات، تعیین گردید. حداقل مجذورآب بر اساس معیار 

 تجهيزات آزمايشگاهی 

 ( نشان داده شده است، شامل2مدل تحقیق حاضر که در شکل )

متر و ارتفاع  8/0متر، عرض  4/6یک کانال آزمایشگاهی به طول 

متر است که حاوی لایه سنگریزی از مصالح گردگوشه به  1

درصد و قطر  44. تخلخل مصالح استسانتیمتر  60ضخامت 

 وسیلهبه. کانال آزمایشگاهی است مترمیلی 5/77متوسط مصالح 

تنظیم بسیار دقیق در میانه آن قابلیت  شدهتعبیهجک هیدرولیکی 

 شیب سه در هادرصد را دارد. آزمایش 3/20شیب کف از صفر تا 
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از  یک هر در شد. های مختلف انجاممتفاوت تحت دبی کف

محیط  در آب سطح طولی نیمرخ و عبوری دبی هاآزمایش

 سنجانیجر طریق از جریان دبی .شد گیریاندازه متخلخل

درصد برای حداکثر دبی   ± 0/2الکترومغناطیسی با مقدار خطای

 بود شده نصب لوله ورودی روی بر که در حالت مقیاس کامل

 شدن ماندگار از بعد های جریاننیمرخ گردید و قرائت گیریاندازه

 روش یا آن کردن رقومی برداری وعکس روش وسیلهبهآب  عمق

گرفت. در این بررسی از سه  صورت مستقیم پیزومتر قرائت

( 1در جدول ) ذکرشدههای مختلف با مشخصات آزمایش در شیب

 زیر آزمایشگاهی فلوم در جریان کهازآنجاییاستفاده شده است. 

 دستپایین سمت از کنترل زیربحرانی جریان در بود و بحرانی

شرط مرزی  عنوانبهمحیط متخلخل  دستپاییناست، عمق آب 

 .در محاسبات لحاظ شد

 

 
 نمای کلی کانال آزمايشگاهی  .2شکل 

 

 های طولی مختلفها در شيبمشخصات آزمايش  .1جدول 

شیب کف کانال 

)%( 

 دبی

 )لیتر بر ثانیه(

 دستنییپاعمق آب 

 (متریلیم)

0 21 140 

4 20 130 

3/20 22 135 

 نتايج و بحث
ی پارامترهای مدل دیفرانسیل ی محاسبهدر این بخش به نحوه

ی مرتبه کسری دارسی پیشنهادی و ارزیابی نتایج آن و مقایسه

 ,.Sedghi-Asl et alهای آزمایشگاهی تحقیق نتایج با داده

(2014a) شود.پرداخته می 

 با( 18) معادله کسری پیشنهادی در مدل پارامترهای

 قابل تعیین آزمایشگاهی هایداده تحلیل و تجزیه از استفاده

از  ابتدا ضریب هدایت هیدرولیکی با استفاده هستند. بدین منظور

تکنیک واسنجی، تعیین گردید و سپس مدل به ازای مقادیر 

 در بازه صفر تا یک و تا هنگامی که همبستگی مناسبی αمختلف 

 اساس بر نهایتهای آزمایشگاهی ایجاد شود، حل و در با داده

 برآورد شد. αترین مقدار مناسب مربعات حداقل مجذور روش

های مدل نسبت به داده شدهینیبشیپخطای نتایج 

 (%)eشود، که در آن، ( محاسبه می24آزمایشگاهی از معادله )

عمق آب  prey عمق آب آزمایشگاهی و expyدرصد خطای نسبی، 

 .استتوسط مدل  شدهمحاسبه

                     ( 24)رابطه 

exp cal

exp

(%) 100
y y

e
y

 
   
  

همچنین برای نیمرخ سطح آب محاسباتی، متوسط خطا 

-نسبت به نیمرخ سطح آب آزمایشگاهی، از رابطه زیر محاسبه می

 گردد:

        (25)رابطه 

exp cal

1 exp

( ) ( )100
(%)

( )

N
i i

avg
i i

y y
e

N y


 

 

تعداد نقاط برداشت عمق در نیمرخ سطح آب  Nکه در آن 

ه ( برای واسنجی ضرایب مدل استفاد25آزمایشگاهی است. رابطه )

 شده است. 

 هيدروليکی هدايتواسنجی ضريب 

های محاسبه نیمرخ سطح آب در محیط متخلخل نیاز تمام روش

با توجه به به تخمین و برآورد ضریب هدایت هیدرولیکی دارند. 

های دن مصالح سنگریز و عدم امکان روشبو دانهدرشت

آزمایشگاهی مرسوم در تعیین ضریب هدایت هیدرولیکی، با 

استفاده از تکنیک واسنجی نسبت به تعیین ضریب هدایت 

هیدرولیکی اقدام گردید و با در نظر گرفتن عمق آب در محیط 
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)عمق آب  تابع هدف برای شرایط مرزی عنوانبهمتخلخل 

آزمایشگاهی مشخص در هر شیب، محاسبات  ( و دبیدستپایین

به ازای ضرایب مختلف هدایت هیدرولیکی تا هنگامی که اختلاف 

بین اعماق محاسباتی و مشاهداتی حداقل گردد، ادامه یافت و 

یک ضریب هدایت هیدرولیکی  موردنظرسرانجام در هر شیب 

)ضریب تناسب( تعیین گردید که مقادیر مربوط به آن در شرایط 

 ( ذکر شده است.  2( در جدول )α=1سی )دار
 

 ( α=1) های طولی مختلفضرايب هدايت هيدروليکی در شيب  .2جدول 

شیب کف کانال 

)%( 

ضریب هدایت هیدرولیکی 

(m/s) 
k 

0 56/0 

4 38/0 

3/20 32/0 

 

 تعيين مقادير بهينه مرتبه کسری

نیز روندی مشابه  αی کسری تعیین مقدار بهینه مرتبه منظوربه

با واسنجی ضریب هدایت هیدرولیکی در هر شیب تکرار شد. با 

این تفاوت که محاسبات به ازای ضرایب مختلف هدایت 

در دامنه صفر تا یک، انجام گردید.  αهیدرولیکی و مقادیر متفاوت 

که به ازای آن  α، مقدار بهینه موردنظرسرانجام در هر شیب 

گردد، اتی و مشاهداتی حداقل میاختلاف بین اعماق محاسب

تعیین گردید که مقادیر مربوط به آن و همچنین متوسط خطای 

نسبت به نیمرخ  αنیمرخ سطح آب محاسباتی در مقدار بهینه 

همبستگی  دهندهنشانسطح آب آزمایشگاهی و ضریب تبیین که 

، در جدول است های آزمایشگاهیهای محاسباتی با دادهنیمرخ

شود با افزایش شیب که ملاحظه می طورهماناست.  ( ذکر شده3)

بیشتر(،  غیرخطیکانال )افزایش سرعت و تلاطم جریان و خاصیت 

 یابد.کاهش می αمقدار بهینه 
 های آزمايشگاهیو ضريب هدايت هيدروليکی بر مبنای داده αتعيين   .3جدول 

 2R میانگین خطا )%( (m/sضریب هدایت هیدرولیکی ) α شیب کف کانال )%(

0 71/0 59/0 5/3 98/0 

4 65/0 44/0 2/2 99/0 

3/20 54/0 36/0 5/3 99/0 
 

، αاثبات مفهوم فیزیکی مرتبه کسری  منظوربهدر ادامه 

مورد بررسی  αضریب هدایت هیدرولیکی بر مرتبه کسری  ریتأث

( برای 26ای تجربی به شکل کلی معادله )قرار گرفت و رابطه

 بر حسب ضریب هدایت هیدرولیکی پیشنهاد گردید.  αبرآورد 

1                                              (26)رابطه 

1

b
ka  

 زیرسنگضریب هدایت هیدرولیکی مصالح  kکه در آن 

و  متر بر ثانیه برحسب
1

a   و
1

b باشند.ضرایب تجربی معادله می 

، ضرایب (3)در جدول  شدهارائهمقادیر  برحسب
1

a  و
1

b  تعیین و

 ( ارائه گردید.27معادله تجربی پیشنهادی به شکل معادله )

                                         ( 27)رابطه 
55.095.0 k 

درصد از رابطه تجربی پیشنهادی و  α شدهمحاسبهمقادیر 

که  گونههمان( ذکر شده است. 4) ی نسبی آن در جدولخطا

ی پیشنهادی در دامنه شود، رابطهمشاهده می

]75.0,5.0[  با دقت بسیار بالایی مقادیر مرتبه کسریα 

( 27رابطه ) کند.ضریب هدایت هیدرولیکی برآورد می برحسبرا 

مفاهیم فیزیکی نظیر ضریب هدایت هیدرولیکی مصالح  ریأثت

 دهد. سنگریز را بر مقدار مرتبه کسری معادله حاکم نشان می

 های آزمایشگاهی و حلهمچنین نتایج تحقیق حاضر با داده

( مورد مقایسه قرار گرفت α=1دارسی ) قانون بر مبتنی تحلیلی

درصد  4های افقی، در شیب نمودارهای مربوط به این بررسی که

نتایج . است شده داده نشان (5تا  3) هایشکل درصد در 3/20و 

 آزمایشگاهی هایداده با شدهارائه کسری مدل که دهدمی نشان

 شیب از سه یک هر برای زیر هایبخش در .دارد تطابق مناسبی

در دو  آب سطح نیمرخ طولی گرافیکی مقایسه نتایج کانال، طولی

 .شده است غیر دارسی ارائهحالت دارسی و 
 

 محاسباتی  αمقادير   .4جدول 

 αمقدار محاسباتی  خطای نسبی )%(

0 71/0 

6 61/0 

0 54/0 
 

ی گرافیکی نیمرخ ( مقایسه3شکل ) شيب افقی:

)بیانگر  α=1آزمایشگاهی و نیمرخ محاسباتی سطح آب در حالت 

 α یشدهبهینه( و مقدار استمعادله کلاسیک تحت قانون دارسی 

 افقی شیب و ثانیه بر لیتر 21 دبی های غیر دارسی دربرای داده

 نیمرخ خطای متوسط. دهدمی را نشان گوشه گرد مصالح و

( نسبت به نیمرخ α=1محاسباتی سطح آب در حالت دارسی )

 نیمرخ خطای متوسط که حالیدرصد است در  5/13آزمایشگاهی، 



 1399، خرداد 3، شماره 51، دوره تحقيقات آب و خاک ايران 570

نسبت به نیمرخ  α یشدهبهینهمقدار در محاسباتی سطح آب 

که  طورهماندرصد محاسبه شده است.  5/3آزمایشگاهی، 

درصد متوسط خطا نیمرخ  5/3شود تحقیق حاضر با ملاحظه می

شده بینیکند که نسبت به نیمرخ پیشمی بینیپیشسطح آب را 

درصد بهبود  10 تقریباًسطح آب در حالت برقراری قانون دارسی 

 . ایجاد شده است

 
 ( با نيمرخ مشاهداتی در شيب افقیα=1توسط مدل کسری و مدل دارسی ) شدهبينیپيشمقايسه نيمرخ   .3شکل 

 

های سطح درصد نیز نیمرخ 4در شیب  درصد: 4شيب 

( و α=1دارسی )در دو حالت قانون آب آزمایشگاهی و محاسباتی 

لیتر  20 های غیردارسی در دبیبرای داده α یشدهبهینهمقدار 

سط ( ارائه شده است. متو4بر ثانیه و مصالح گرد گوشه در شکل )

( نسبت α=1محاسباتی سطح آب در حالت دارسی ) نیمرخ خطای

خطای  که حالیدرصد است در  14به نیمرخ آزمایشگاهی، 

نسبت به نیمرخ  α=65/0متوسط نیمرخ سطح آب در 

درصد است که نسبت به نیمرخ سطح  2/2آزمایشگاهی سطح آب، 

 درصد بهبود ایجاد شده است. α، 12=1آب در حالت 

 4های افقی و مطابق آنچه در شیب درصد: 3/20شيب 

های سطح آب درصد نیمرخ 3/20درصد انجام شد، در شیب 

، α شدهبهینهو مقدار  α=1حاسباتی در دو حالت آزمایشگاهی و م

( ارائه شده است. خطای 5در شکل )لیتر بر ثانیه  22در دبی 

( α=1محاسباتی سطح آب در حالت دارسی ) نیمرخ متوسط

درصد محاسبه گردید، در  5/10نسبت به نیمرخ آزمایشگاهی، 

 α شدهبهینهخطای متوسط نیمرخ سطح آب در مقدار  که حالی

 .استدرصد  2/2نسبت به نیمرخ آزمایشگاهی سطح آب، 

 
درصد 4( با نيمرخ مشاهداتی در شيب α=1توسط مدل کسری و مدل دارسی ) شدهبينیپيشمقايسه نيمرخ  .4شکل 

 
 درصد 3/20( با نيمرخ مشاهداتی در شيب α=1توسط مدل کسری و مدل دارسی ) شدهبينیپيشمقايسه نيمرخ   .5شکل 
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مدل  دهند، در( نشان می5( تا )3های )که شکل گونههمان

در نظر گرفته شود، نیمرخ سطح  α=1پیشنهادی در حالتی که 

تی مشاهداآید که از نیمرخ دست میآب بر مبنای قانون دارسی به

خطی در نظر  رابطه دلیل به اختلاف سطح آب فاصله دارد. این

هیدرولیکی در مدل  گرادیان و جریان سرعت بین شدهگرفته

های متخلخل رفتار جریان در محیط که حالی در است. دارسی

به  ،یافتهتوسعه کاملاً آشفته و شرایط برقراری جریان دانهدرشت

شفتگی های بالا و آمنافذ و بروز سرعتدلیل بزرگی اندازه ذرات و 

 هیدرولیکی گرادیان و جریان سرعت در جریان رابطه بین

ی است، لذا با توجه به متفاوت بودن ماهیت قانون دارس غیرخطی

 خنیمر بینیپیش در دارسی مدل ناتوانی غیردارسی هایجریان با

متلاطم قابل توجیه است. همچنین  هایجریان در آب سطح

 کاملاً متلاطم جریان در آب نمودارها، بالاتر بودن عمق مطابق

 دارسی قانون توسط شدهبینیپیش عمق به نسبت یافتهتوسعه

 آشفته هایجریان در فشار افت نیروهای بیشتر اهمیت بیانگر

 ,.Sedghi-Asl et al) باشدمی چسبندگی نیروهای به نسبت

2014b .)بینیپیش عدم کنندهبیان که نظر عمومی برخلاف 

نشت در نزدیکی خروجی توسط فرضیات دوپوئی  خط درست

 دوپوئی فرضیات که دهندمی نشان است، نتایج تحقیق حاضر

 نزدیکی در آب سطح نیمرخ از درستی بینیپیش است توانسته

-Sedghiپژوهش  هاییافته با موضوع این و دهد ارائه خروجی

Asl et al. (2014b) .همخوانی دارد  

 هایمدل برای کسری محاسبات از استفاده رسد،می نظر به

 علت. شودمی هاآن بهتر بیان باعث مهندسی فرایندهای و فیزیکی

 مرتبه دیفرانسیل معادلات محیط در( 5) معادله تعریف اینکه

توصیف بهتری از نیمرخ سطح آب در  است توانسته کسری

ارائه دهد به دلیل ویژگی این نوع  دانهدرشتهای متخلخل محیط

از معادلات است. در معادلات دیفرانسیل معمولی مرتبه صحیح، 

گردد، در حالی که در تابع در یک بازه بسیار کوچک تعریف می

های کل تابع در یک معادلات دیفرانسیل مرتبه کسری ویژگی

-بسیاری از مدلرسد گردد. در نتیجه به نظر مینقطه لحاظ می

که بر اساس معادله دیفرانسیل جزئی معمولی  خطی ی ریاضیها

 مرتبه در نظر تجدید با توانرا می هستندبا مرتبه اعداد صحیح 

 قبولی قابل توصیف بتوانند کهطوریبه نمود تردقیق و بهینه هاآن

امر از تفسیر نمودارهای  این که نمایند ارائه خطیغیر معادلات از

کاملاً مشهود است. با توجه به نمودارها و ( 5( تا )3های )شکل

 دارسی کلاسیک مدل که گردد( مشاهده می3همچنین جدول )

ی آن، توانسته است نیمرخ سطح آب را در در مرتبه تجدیدنظربا 

نماید و  بینیپیشهای غیر دارسی با دقت قابل قبولی جریان
                                                                                                                                                                                                 

1. Nash-Sutcliffe Coefficient 

رائه های غیر دارسی اتوصیف بهتری از نیمرخ سطح آب در جریان

مدل دیفرانسیل  2018Yang ( Zhou and( کند. پیش از این نیز 

ی کسری معادله افت دارسی را ارائه کردند که توصیفی مرتبه

ی از وابستگی بین سرعت و گرادیان هیدرولیکی از مرتبه غیرخطی

α حالتی خاص از آن  عنوانبهاند که معادله دارسی را ارائه داده

 اند.بیان نموده

تحقیق بیشتر در توانایی معادلات دیفرانسیل  منظوربه

 نتایج بین ایهای غیر دارسی، مقایسهسازی جریانکسری در مدل

 یافتهتوسعه کاملاً آشفته هایجریان تحلیلی حل با حاضر مطالعه

 .Sedghi-Asl et alتوسط که بعدییک دارسی(های غیر)جریان

(2014b)  ایشان با ترکیب معادلات . گرفت صورت شده است، ارائه

در حالت جریان متلاطم  غیرخطیپیوستگی جریان و افت فشار 

، دارشیبدانه های متخلخل درشتدر محیط یافتهتوسعهکاملاً 

ارائه کردند.  بعدییکهای غیردارسی یک حل تحلیلی برای جریان

متلاطم  هایجریان به مربوط معادله نتایج با حاضر مطالعه نتایج

 بینیپیشبا اندکی خطا نسبت به یکدیگر  یافتهتوسعهلًا کام

ارائه  دانهدرشتدرستی از نیمرخ سطح آب در محیط متخلخل 

ها نسبت به یکدیگر و نسبت به کنند که مقایسه گرافیکی آنمی

 ( نشان داده شده است. 6نیمرخ سطح آب آزمایشگاهی در شکل )

 

تی کسری مقادیر خطای متوسط نیمرخ سطح آب محاسبا

  Sedghi-Asl et al. (2014b)و روش غیر دارسی شدهبهینه αدر 

 5/3های آزمایشگاهی در شیب افقی به ترتیب به دادهنسبت 

باشند. این مقادیر در شیب چهار درصد به درصد می 3/2درصد و 

درصد نیز به  3/20درصد و در شیب  6/2درصد و  2/2ترتیب 

 منظوربهباشند. همچنین درصد می 6/3درصد و  5/3ترتیب 

( 28که در رابطه ) 1اتکلیفش-نشمقایسه بهتر از شاخص آماری 

  استفاده گردید.  نشان داده شده است،

(           28)رابطه 
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عمق  icalyعمق آزمایشگاهی،  iexpyدر رابطه فوق، 

 .استها تعداد داده nو  شدهمحاسبه

را  مدل گیری میزان مناسـب بـودناندازه ،NSEشاخص 

قابل قبولی بـا  طوربهسازی دهد و هر چقدر که شبیهانجام می

 شود. معمولاًنزدیک می 1نتایج مشاهداتی شبیه باشد به مقدار 

شاخص . استبیانگر دقت بسیار بالای مدل  9/0مقدار بـالای 

NSE  برای مدل پیشنهادی درα و روش غیر  شدهبهینه
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در شیب افقی به ترتیب   Sedghi-Asl et al. (2014b)دارسی

. این شاخص در شیب چهار درصد به ترتیب است 99/0و  97/0

 98/0و  99/0درصد نیز به ترتیب  3/20و در شیب  96/0و  98/0

 . است

( و همچنین مقادیر خطای متوسط 6از بررسی شکل )

و روش  شدهبهینه αنیمرخ سطح آب محاسباتی کسری در 

 و همچنین شاخص آماری  Sedghi-Asl et al. (2014b)غیردارسی

در  شدهارائهکه مدل کسری شود گیری مینتیجه اتکلیفش-نش

 بینی کند. مدلنیمرخ سطح آب را پیش خوبیبهاین تحقیق 

عمق آب در ابتدای کانال افقی را اندکی بیشتر  پیشنهادیکسری 

(  مدل 6شکل )کند ولی مطابق بینی میاز حد واقعی پیش

 است. تردقیقاز مدل موجود  دارشیبهای پیشنهادی در کانال

 

 
 

 

 
درصد و  4ب(  های آزمايشگاهی در سه شيب الف( افقی،( با دادهb2014توسط صدقی اصل و همکاران ) شدهارائهمقايسه گرافيکی مدل کسری و مدل   .6شکل 

 درصد 3/20پ( 

 گيرینتيجه
 با غیردارسی هایجریان رفتار توصیف حاضر تحقیق از هدف

بر . است کسری یمرتبه دیفرانسیل معادلات رویکرد از استفاده

 نیمرخ برای دارسی قانون مبنای بر کسری مدل این اساس، یک

 تحلیلی صورتبه و گردید ارائه غیردارسی هایجریان در آب سطح

 تحلیل و تجزیه از استفاده با پیشنهادی مدل پارامترهای شد و حل
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 تعیین حداقل کردن میانگین خطا با روش و آزمایشگاهی هایداده

ی کسری مدل دارای همچنین مشاهده شد که مرتبه. گردید

 مفهوم فیزیکی و مرتبط با ضریب هدایت هیدرولیکی مصالح

 حل و آزمایشگاهی هایداده با آمدهدستبه . نتایجاست ریزسنگ

 تطابق و گرفت قرار مقایسه مورد دارسی قانون بر مبتنی تحلیلی

 غیردارسی هایجریان به مربوط آزمایشگاهی هایداده با مناسبی

 معادلات توانایی در تحقیق منظوربه همچنین. مشاهده شد

 پیشنهادی مدل بین یمقایسها سازی،مدل در کسری دیفرانسیل

که توسط  بعدییک یافتهتوسعهمتلاطم کاملاً  هایجریان مدل با

Sedghi-Asl et al. (2014b)   ارائه شده است، صورت گرفت که

بینی درستی از هر دو مدل با اندکی خطا نسبت به یکدیگر پیش

کنند. ارائه می دانهدرشتنیمرخ سطح آب در محیط متخلخل 

-شیب بر این مشاهده گردید که مدل کسری پیشنهادی، در علاوه

 ارائه آب سطح نیمرخ از بهتری توصیف است توانسته زیادتر های

 کسری توان نتیجه گرفت که مدلکلی می حالت در. نماید

 توصیف توانایی دارسی، مدل به نسبت تحقیق، این در شدهارائه

 هایمحیط در جریان آب سطح نیمرخ بینیپیش در بهتری

 دانه دارد.درشت متخلخل
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