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ABSTRACT 

The existing Muskingum models vary only in the form of the storage equation. So far, for accounting the 

nonlinearity characteristic of flood wave, the form of the storage equation has been modified based on the 

experience and in a trial and error manner in order to capture the overall flood propagating characteristics more 

accurately. One of the theoretical based method for considering the nonlinear characteristics in Muskingum 

model is to use the fractional derivative in the continuity differential equation. This study presents a new 

Muskingum model in which the linear storage equation and the continuity equation with fractional derivative 

are used. As shown in this study, the new model can simulate flood waves with both linear and nonlinear 

behaviors. The proposed Muskingum model with fractional derivative order was implemented and tested on 

three different sets of flood data. The results of this study indicate that the proposed Muskingum model 

improves the results and estimates the flood wave characteristics more accurately than the traditional linear 

Muskingum models. 
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 رونديابی سيلاب با استفاده از مدل ماسکينگام با مشتق مرتبه کسری

 3آرزو نازی قمشلو، *2، عليرضا وطن خواه1مير محمد بايرامی

  ، کرج، ایران.دانشگاه تهرانمهندسی و فناوری کشاورزی،  ، دانشکده، گروه مهندسی آبیاری و آبادانیدکتریدانشجوی  .1

  ، کرج، ایران.دانشگاه تهرانمهندسی و فناوری کشاورزی،  دانشکدهدانشیار، گروه مهندسی آبیاری و آبادانی . 2

  ، کرج، ایران.دانشگاه تهرانمهندسی و فناوری کشاورزی،  دانشکده ،آبیاری و آبادانی، گروه مهندسی استادیار. 3

 (27/1/1398تاریخ تصویب:  -23/1/1398تاریخ بازنگری:  -25/11/1397)تاریخ دریافت:  

 چکيده:

غیرخطی  ودن ویژگیتاکنون به منظور لحاظ نممتفاوت هستند. با یکدیگر ذخیره  معادلهتنها در  موجود ماهای ماسکینگمدل

تا مشخصات کلی سیل دقیق ه استاصلاح شد آزمون و خطا به شیوهبر اساس تجربه و ، ساختار معادله ذخیره بموج سیلا

های غیرخطی در مدل روندیابی ماسکینگام، های با مبنای تئوری برای لحاظ نمودن ویژگییکی از روش. مدل شودتر 

است. تحقیق حاضر به ارائه مدل جدیدی از ماسکینگام می دیفرانسیل پیوستگیمعادله استفاده از مشتق مرتبه کسری در 

که در  طورهماندیفرانسیل پیوستگی از مرتبه کسری استفاده شده است. معادله پردازد که در آن از معادله خطی ذخیره و 

سازی ی و هم رفتار غیرخطی را شبیههای با رفتار خطاین تحقیق نشان داده شده است، مدل جدید قادر است هم سیلاب

نتایج . شدهای سیل اجرا و آزمایش دادهاز مختلف  یسه مجموعهماسکینگام از مرتبه کسری، برای  مدل پیشنهادیکند. 

های موج ویژگی ،مؤثرشود و به طور نتایج میبهبود پیشنهادی منجر به ماسکینگام  دهد که مدلاین مطالعه نشان می

  .زندبهتر تخمین می ماسکینگام سنتی یهامدلت به سیلاب را نسب

 روندیابی سیلاب، مدل غیرخطی، هیدروگراف، مدل ماسکینگام، مشتق مرتبه کسری.کليدی:  هایواژه
 

 *مقدمه
های تعیین هیدروگراف سیلاب به مجموعه روشروندیابی 

جریان یک رودخانه یا آبراهه با استفاده از هیدروگراف  دستپایین

های با اهمیت و یکی از شیوه شودمیمعلوم در بالادست اطلاق 

-جریان در مسیر رودخانه و پیش راتیتأثبرای شناخت و کنترل 

لوژیکی برای بینی سیلاب است. دو رویکرد هیدرولیکی و هیدرو

(. رویکرد Chaudhry, 2007سیلاب وجود دارد )  روندیابی

دهد اما از موج سیلاب را ارائه می یترکاملهیدرولیکی توصیف 

های بیشتر، از کاربرد به دلیل پیچیدگی محاسباتی و نیاز به داده

بینی کمتری نسبت به رویکرد هیدرولوژیکی در مسائل پیش

های روندیابی سیلاب میان انواع روشسیلاب برخوردار است. در 

ها، روش ماسکینگام یکی از های طبیعی و رودخانهدر آبراهه

های روندیابی هیدرولوژیکی سیلاب است که به دلیل روش

 McCarthy( 1938سادگی، کاربرد زیادی دارد. این روش توسط )

 ماسکینگام توسط ناحیه سیل کنترل پروژه مطالعه با ارتباط در

ارائه شده است. روش ماسکینگام با توجه  آمریکا ارتش مهندسین

تواند در دو حالت به خصوصیات منطقه و رودخانه مورد مطالعه می

ضمن حل  حالت؛ در هر دوقرار گیرد.  مدنظرخطی و غیرخطی 

با استفاده باشد که یم ی مدلپارامترها نیبه تخم ازین ،معادلات
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شود و تاکنون سازی انجام میینهخطا و مبانی بهوسعی از روش

سازی های بهینهبینی روشمطالعات زیادی برای بهبود دقت پیش

 انجام شده است.

(1959 )Nash  یک روش حل دقیق برای معادله روندیابی

های سیلاب برای حالتی که ذخیره تابع وزنی خطی از جریان

اصلاحی  بیضراورودی و خروجی باشد ارائه داد. در این تحقیق 

ای توسعه داده شد که به کوچک برای معادله ماسکینگام به گونه

بستگی  kبودن گام زمانی روندیابی نسبت به پارامتر روندیابی 

های قبلی حلبا بحث بر روی راه Diskin( 1967نداشته باشد. )

حل عمومی منتشر شده برای معادله روندیابی ماسکینگام، یک راه

های حلل لاپلاس ارائه داد و بیان داشت که راهبا استفاده از تبدی

قبلی یا محدود به موارد خاصی از جریان بوده و یا بدون اثبات 

غیرخطی مدل  Singh and Scarlators (1989اند. )ارائه شده

 جیدقت نتا که ندو نشان داد ندقرار داد یابیرا مورد ارز نگامیماسک

 (1990). دارد ندیابیپارامترهای رو نیبه تخم زیادی یوابستگ
Aldama روندیابیمربعات پارامترهای  حداقلتخمین  روش 

 ،Gill (1977)پیشنهاد شده توسط خطی سیلاب ماسکینگام 

Heggen (1984) و O'Donnell (1985)  مورد بررسی و مقایسه را

حل زمانی را به عنوان یک راه تأخیرروش  Gill (1992) داد.قرار 
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روندیابی ماسکینگام به کار برد و بیان داشت عددی برای معادله 

برد های منفی در ابتدای محاسبات را از بین میکه این روش دبی

 کند.و پیوستگی جریان را ارضا می

 Gelegenis and Serrano (2000) تحلیل  یریکارگبه با
ضمنی، یک  نیمه و ضمنی روش عددی دو مبنای بر رگرسیون

 ماسکینگام مدل پارامترهای تخمینالگوریتم جایگزین برای 

در ماکرو گزینه با استفاده از  Barati (2013)ارائه دادند.  خطی
 .محاسبه نمودرا ماسکینگام  یخطریغ مدل یاکسل پارامترها

Ouyang et al. (2014) ماسکینگام را با  یخط مدل یپارامترها
 NMSM،2PSO 1از سه روش یبیترک یسازنهیروش به کی
 پرداختند. هاروش ریآن با سا سهیزده و به مقا نیتخم 3HPSOو

Vatankhah (2014) های صریح حل عددی مدل به ارزیابی روش
در این مطالعه با بررسی چهار روش  پرداخت.ماسکینگام غیرخطی 

اویلر، اویلر اصلاح شده، روش رانگ کوتای مرتبه چهار و روش 
به عنوان روشی فلبرگ، روش رانگ کوتای مرتبه چهار  رانگ کوتا

های روندیابی با دقت مناسب معرفی شده است. در مدل
ماسکینگام از یک معیار واحد )تابع هدف( در فرآیند واسنجی 

ها برای این منظور، مجموع مربعات شود. بعضی از مدلاستفاده می
-خطا بین دبی خروجی مشاهداتی و تخمینی را به حداقل می

عات خطا بین ذخیره مشاهداتی رسانند و بعضی دیگر مجموع مرب
یک تحقیق  Easa (2014a)دهند. و تخمینی را معیار قرار می

دهد قرار می مدنظرجدید را که هر دو معیار را در فرآیند واسنجی 
ای پیشنهاد داد و نشان داد که نتایج این مدل به طور قابل ملاحظه

 Easa (2015)یابد. های تک معیاره بهبود میدر مقایسه با مدل
نگام را با تابع هدف یماسک یخطریغ مدل پنج پارامتره معادله

4SSQ جینمود. نتا سازیبهینه یخروج دروگرافیو با توجه به ه 
و  یورود دروگرافیمتفاوت ه طید که در شرادانشان  تحقیق نیا

استفاده شود تا خطا  شیوه روندیابیرودخانه از کدام تابع و  طیشرا
 . گردد حداقل

در  ماسکینگام از محققان بر بهبود عملکرد مدل بسیاری
سازی جدید و های بهینهبا استفاده از الگوریتم واسنجیمرحله 

ها اما، این تلاش. اندسازی متفاوت تمرکز کردهرویکردهای بهینه
این مطالعه به  (.Easa, 2014b) اندآورده به دستموفقیت کمی را 

سازی های بهینهی الگوریتم، به جاماسکینگام ساختار مدل بهبود
 .داردتمرکز ، شودموجب بهبود کمی می عملاًکه در اکثر موارد 

های با مبنای تئوری برای بهبود و بالا بردن یکی از روش
های ریاضی برای مسائل مهندسی، مباحث مربوط به دقت مدل

است. حسابان کسری عملگرهای مشتق و  5حسابان کسری

                                                                                                                                                                                                 
1. Nelder–Mead Simplex Method 

2. Particles Swarm Optimization 

3. Hybrid Particle Swarm Optimization 

کند. اهمیت مثبت بیان می حیصح ریغهای انتگرال را در مرتبه
 برخلافاین روش به دلیل خاصیت غیرموضعی مشتق کسری 

هایی که باشد که برای بررسی پدیدهمشتق مرتبه صحیح می
وابسته به مکان و زمان است روش مناسبی تلقی  هاآنخصوصیات 

از روش مشتق  Moussa and Bocquillon (2001). شودمی
عادلات موج دیفیوژن در کانال روباز همراه با کسری برای حل م

نتایج تحلیل ریاضی نشان از دقت و  جریان جانبی استفاده کردند.
کارایی مناسب این روش برای حل معادله موج دیفیوژن تحت 

 Kavvasشرایط مختلف توزیع مکانی و زمانی جریان جانبی دارد. 

and Ercan (2014) موج  معادلات حاکم کسری برای تقریب
در کانال روباز منشوری  ماندگارریغکینماتیک و دیفیوژن جریان 

زمان توسعه دادند و اثبات کردند که -را در حالت کسری مکان
 Ercan andاین معادلات از لحاظ ابعادی نیز برقرار هستند. 

Kavvas (2017)  یک رویکرد عددی تفاضل محدود را برای حل
غیر بعدی ان جریان یکزم-معادلات حاکم مرتبه کسری مکان

غیریکنواخت به کار گرفتند و نتایج عددی معادلات مرتبه -ماندگار
کسری حاکم را با معادلات استاندارد سنت ونانت مقایسه نمودند. 

Kavvas and Ercan (2016) معادلات حاکم مرتبه کسری مکان-
های روباز توسعه دادند در کانال غیر ماندگارزمان را برای جریان 

در  غیرماندگارتقریب موج کینماتیک و دیفیوژن را برای جریان  و
زمان، با استفاده -شرایط فیزیکی قابل تفسیر از مرتبه کسری مکان

 از معادلات پیوستگی و مومنتوم کسری ارائه دادند.
شود تاکنون مطالعات زیادی در که ملاحظه می طورهمان

ماسکینگام انجام شده است. ارتباط با بهبود دقت روش روندیابی 

های اخیر ابزار محاسبات کسری در توصیف همچنین در سال

های طبیعی مورد استفاده قرار گرفته است و نتایج آن حاکی پدیده

باشد. در از مناسب بودن این ابزار در مطالعات علوم مهندسی می

این تحقیق با استفاده از تئوری مشتق مرتبه کسری، ویژگی 

ر معادله دیفرانسیل پیوستگی مدل ماسکینگام خطی غیرخطی د

های کاربردی مختلف به )معادله ذخیره خطی( لحاظ شده و مثال

منظور ارزیابی و مقایسه این روش با روش سنتی ماسکینگام مورد 

 مطالعه قرار گرفته است. 

 هامواد و روش
 های روباز،آبراهه در غیردائمی هایجریان بر حاکم معادلات

 ونانت سنت معادلات به و بوده حرکت اندازه و پیوستگی دلاتمعا

 پیوستگی یمعادله هیدرولوژیکی ترکیب روندیابی .هستند معروف

 مسیر از بازه یک ذخیره در غیرخطی یا خطی یمعادله یک با

4. Sum of the squared deviations between observed 

and estimated outflows 

5. Fractional Calculus 
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گیری از معادله پیوستگی باشد. در این روش با انتگرالمی جریان

 خواهیم داشت:

dS
I O

dt
 

(    1)رابطه       

-ی آبراهه است و بهحجم ذخیره در بازه Sدر این معادله 

شود و تعریف می oxتا  ixدر طول آبراهه از  Adxصورت انتگرال 

به ترتیب مکان مربوط به ابتدا و  oxو  ixباشد )( می3Lدارای بعد )

طع عرضی آبراهه با سطح مق Aی آبراهه مورد نظر و انتهای بازه

دبی  O( و T3L-1دبی ورودی به بازه ) Iباشد(، ( می2Lبعد )

باشد. در مدل می t( در زمان مشخص T3L-1از بازه ) خروجی

ماسکینگام؛ معادله اصلی جهت روندیابی سیلاب بر پایه معادله 

های و دبی پیوستگی است و با برقراری روابط جبری میان ذخیره

شود. در مدل خطی ورودی و خروجی فرآیند روندیابی انجام می

صورت رابطه خطی زیر در نظر ماسکینگام رابطه جبری ذخیره به

 شود:گرفته می

 (1 )S K XI X O   (                2)رابطه     

به طور تقریبی زمان انتقال موج از ابتدا تا  Kکه در آن، 

( است که اثرات -عامل وزنی بدون بعد ) X( و Tبازه )انتهای 

 .کندذخیره بیان می بر رویورودی و خروجی را 
استفاده از مدل ماسکینگام شامل دو مرحله واسنجی و 

 سری یک با استفاده از سازی است. در مرحله واسنجیشبیه

افتاده است مدل  اتفاق زمانهم خروجی که و ورودی هیدروگراف

 تیدرنها شود.پارامترهای روندیابی محاسبه می شده و واسنجی

 را سیل روندیابی توانمی سازیواسنجی، در مرحله شبیه از پس

 با مشخصات مشابه های آیندهسیلاب برای بازه از رودخانه یک در

 xو  I ،kبرای هر  Oروندیابی سیلاب تعیین  مسئله .داد انجام

باشد، با استفاده از ( می2( و )1مشخص با استفاده از معادلات )

 توان نوشت:( می2معادله )

1 1

i

i
i

S

k xI
O

x x

 
 
  
  (                 3)رابطه     

باشد. با جایگذاری بیانگر گام زمانی می iکه در آن بالانویس 

 ( خواهیم داشت:1( در معادله )3معادله )

1

i
i S

I
kdS

dt x

 
  
 
 (                            4)رابطه    

( یک معادله 4معادله ) xو  I ،kبرای مقادیر مشخص 

دیفرانسیل مرتبه یک است که برای حل نیازمند شرط اولیه است. 

های ورودی خاص جز برای هیدروگرافدیفرانسیل به این معادله

صورت نظیر افزایش ناگهانی بده ورودی، هیدروگراف ورودی به

صورت تابع سینوسی، تابع خطی از زمان و یا هیدروگراف ورودی به

-در حالت کلی دارای حل تحلیلی نیست و برای حل آن از روش

-(. سادهGill, 1979 and Gill 1989شود )های عددی استفاده می

ترین روش حل عددی برای معادله دیفرانسیل مرتبه یک، روش 

( و با n+1ها )(، تعداد دادهT) سازیشبیهاویلر است. به ازای زمان 

( معادله تفاضل محدود پیشروفرم اویلری )  tفرض گام زمانی

 (:T=nt( به صورت زیر خواهد بود )4دیفرانسیل )

1

,        0,1,2,...,
1

i
i

i i

S
I

kS S
i n

t x



 
  

   
    

(5)رابطه          

باشد که به های حل صریح میاین روش حل از جمله روش

، مقدار ذخیره در هر iSو iIو مقادیر معلوم xو  kازای مقادیر 

1iSگام زمانی ) نهایت با استفاده از  شود و در( محاسبه می

 گردد.(، دبی خروجی در هر گام زمانی تعیین می3معادله )

 یکسر مرتبه نگاميماسک مدل

حسابان کسری تعمیمی از حسابان معمولی است که با استفاده از 

های دلخواه را محاسبه کرد توان انتگرال و مشتق با مرتبهآن می

(Podlubny, 1999; Kilbas et al., 2006)کی از خواص بسیار . ی

مشتقات مرتبه  برخلافمهم مشتقات مرتبه کسری این است که 

صحیح، این نوع مشتقات غیرموضعی هستند، به عبارت دیگر 

خصوصیات مشتق مرتبه کسری تابع در یک نقطه، بستگی به 

 Huangخصوصیات تابع در تمام نقاط موجود در دامنه تابع دارد )

et al., 2008یت باعث شده است که برای بررسی (. وجود این خاص

وابسته به مکان و زمان است  هاآنهایی که خصوصیات پدیده

های مشتقات مرتبه کسری روش مناسبی تلقی شود. روش

 آن از که دارد وجود کسری گیریمشتق تعمیم برای گوناگونی

-گراندوالد کسری مشتق لیوویل،-کسری ریمان مشتق جمله

 مشتق است. با توجه به اینکه کاپوتو کسری مشتق و لتنیکوف

 بگیرد، بدین نظر در را واقعی مرزی و اولیه شرایطتواند می کاپوتو

 مشتقات حاوی کاپوتو مشتقات با دیفرانسیل معادلات که معنی

 مکانی مرزهای در و اولیه هایزمان در تفسیر قابل مرتبه صحیح

ندسی از هستند، به همین دلیل در بیشتر کارهای مه بالادست

شود. در روش مشتق روش مشتق کسری کاپوتو استفاده می

کسری کاپوتو، ابتدا مشتق مرتبه اول و سپس انتگرال جزئی از 

زیر  صورتبهشود، مشتق کسری در مفهوم کاپوتو تابع گرفته می

 شود.تعریف می

 
   

 ( )

1 ( )

1 1
,     0, 1

m
t

m ma

d f xd
f t dx m m

dt m dtt x




 

  
    
  


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  (6)  

 f(t)  ،mمشتق تابع  حیصح ریغمرتبه  αدر این رابطه 

تابع گاما است. این معادله   و αترین عدد صحیح به نزدیک

باشد. با به کار بردن مشتق شرط اولیه می mبرای حل نیازمند 

ماسکینگام خطی، رابطه  لیفرانسیدکسری کاپوتو برای معادله 

 شود:( به صورت رابطه زیر بیان می4)

1

                             

i
i S

I
kd S

dt x





 
  
 


(                                7)رابطه   

است  αاین معادله یک معادله دیفرانسیل از مرتبه دلخواه 

 αاگر  کهیطوربهباشد ( می4که یک تعریف عمومی از معادله )

( تبدیل 4( به معادله )7برابر یک در نظر گرفته شود معادله )

شود. با توجه به اینکه مرتبه مشتق معادله حاکم برابر یک است می

در همسایگی یک مورد بررسی قرار  αدر این تحقیق نیز مقدار 

0گرفته است ) 2  به این منظور با توجه به تعریف .)

0(، برای 6مشتق کاپوتو )رابطه  1   1و 2   دو

 شود:تعریف متفاوت زیر حاصل می

 (8)رابطه 

 

 
 

 

 
 

0

2
1

20

1
          0 1  

1( )
           

1
       1 2

2

                            

i

i

t

i

t

i

df x
t x dx

dtd f t

dt d f x
t x dx

dt



















  

 
 
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 





 
itبا فرض i t  های حل عددی و با استفاده از روش

 توان روابط زیر را استخراج کرد:انتگرال، می

 (9)رابطه 
   
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معادله دیفرانسیل مرتبه کسری (، 9با استفاده از رابطه )

 گردد:( به صورت زیر بیان می7ذخیره )معادله 

 ( 10)رابطه 
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( مقدار اولیه 10برای حل معادله دیفرانسیل مرتبه کسری )

0، در حالت 0Sذخیره، 1   0و مقادیر اولیه ذخیرهS  و

مشتق آن 0S
  1در حالت 2  باشد. اگر مورد نیاز می

مقدار دبی خروجی محاسباتی در لحظه صفر به صورت 

 0
computed

O  و مقدار دبی ورودی مشاهداتی در لحظه صفر به

صورت  0
observed

I ،با فرض تعریف شود   0 0
computed observed

O I

و 0Sمقدار 0S
 .با روابط زیر محاسبه خواهند شد 

 ( 11)رابطه 

   
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مدل ماسکینگام خطی مرتبه  ( توسطسازیشبیهبرای روندیابی ) 

 کسری از روند زیر استفاده شده است:

  αو  xو  kفرض مقادیر 

0برای شرایط  0Sمحاسبه مقادیر اولیه  1   و

1برای شرایط  1Sو 0Sمحاسبه 2   با استفاده از رابطه

(11) 

  (10با استفاده از رابطه ) itبرای هر گام زمانی  iSمحاسبه

 (3با استفاده از رابطه ) itبرای هر گام زمانی  iOمحاسبه

 xو  k در مرحله واسنجی این روند به ازای مقادیر مختلف 

تا زمانی که بهترین انطباق بین دبی خروجی محاسباتی و  αو 

شود. تابع هدف برای برآورد مشاهداتی حاصل شود، تکرار می

به صورت حداقل  αو  x ،kمقادیر بهینه پارامترهای روندیابی 

ها بین مقادیر مشاهداتی و کردن مجموع مربعات باقیمانده

اکسل  solverمحاسباتی هیدروگراف خروجی با استفاده از ابزار 

 گردد. صورت زیر بیان میدر نظر گرفته شده است که به

 ( 12)رابطه 
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SSQ O O
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در این رابطه 
observed

iO و 
computed

iO  به ترتیب مقادیر

1nدبی مشاهداتی و دبی روندیابی شده در هر گام زمانی و  

باشد. همچنین برای مقایسه و ارزیابی نتایج ها میتعداد کل داده

از معیار متوسط درصد خطای نسبی نیز به شرح زیر استفاده شده 

 است.

 ( 13)رابطه 
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 یکاربرد یهامثال

-در این تحقیق مدل ماسکینگام خطی مرتبه کسری، برای داده

توسط محققین مختلف استفاده شده است،  قبلاًهای شاخص که 

کار برده شده است. مقدار بهینه پارامترهای روندیابی و مرتبه به

برای هر مثال  SSQبا استفاده از تابع هدف  αمشتق کسری 

محاسبه شده است. برای یک ارزیابی صحیح از مدل جدید 

هایی با رفتار ها از سه گروه متفاوت؛ دادهپیشنهادی، این مثال

غیرخطی، رفتار غیرخطی ضعیف و رفتار خطی انتخاب شده است 

 شود.پرداخته می هاآنکه در ادامه به بررسی 

استفاده شده  Wilson (1974)های در مثال اول از داده

-هایی با رفتار غیرخطی شناخته میاست. این مثال به عنوان داده

های شود و توسط بسیاری از محققین برای بررسی انواع مدل

 ;Vatankhah, 2014روندیابی ماسکینگام استفاده شده است )

Easa, 2014; Barati, 2013های ارائه شده (. در مثال دوم از داده

استفاده شده است. این مثال به عنوان  Brutsaert (2005)توسط 

شود و در مثال هایی با رفتار غیرخطی ضعیف شناخته میداده

استفاده شده  Ramirez (2010)های ارائه شده توسط سوم از داده

 شود. هایی با رفتار خطی شناخته میاست که به عنوان داده

 نتايج و بحث
های غیرخطی( و همچنین اول )دادههای مثال ( داده1در جدول )

نتایج به دست آمده از روش ماسکینگام خطی معمولی )با روش 

حل اویلر( و نتایج مدل ماسکینگام مرتبه کسری برای این مثال 

ارائه شده است. هیدروگراف مشاهداتی و محاسباتی برای 

( نشان داده شده 1ماسکینگام خطی و مرتبه کسری در شکل )

شود نتایج روش مرتبه کسری ده میکه مشاه طورهماناست. 

نسبت به روش خطی انطباق بهتری با مقادیر دبی خروجی 

توان بر اساس مقادیر مشاهداتی دارد. میزان انطباق نتایج را می

 63/605برای روش خطی  SSQتحلیل کرد. مقدار  SSQشاخص 

 76/380بوده که با استفاده از روش مرتبه کسری این مقدار به 

در این شرایط  αه است. مقدار بهینه مرتبه کسری کاهش یافت

های مختلف )مرتبه αبه ازای  لازم به ذکر است باشد.می 153/1

مشتق کسری( رفتارهای متفاوتی از هیدروگراف خروجی محاسباتی 

مطابق بهینه؛ رفتار هیدروگراف خروجی محاسباتی  αوجود دارد که برای 

 باشد. می (1)و شکل  (1)جدول 
 

و نتايج رونديابی با روش ماسکينگام  Wilson (1974)های داده -1 جدول

 خطی و مرتبه کسری

  مقادیر مشاهداتی
 دبی محاسباتی

)/s3m( 

 زمان

(h) 

دبی 

 ورودی

)/s3m( 

دبی 

 خروجی

)/s3m( 

ماسکینگام 

 خطی

ماسکینگام 

مرتبه 

 کسری

0 22 22 00/22  00/22  

6 23 21 87/21  00/22  

12 35 21 52/20  12/22  

18 71 26 07/19  21/24  

24 103 34 90/26  51/32  

30 111 44 58/43  30/46  

36 109 55 58/59  71/60  

42 100 66 32/72  09/73  

48 86 75 65/80  89/81  

54 71 82 91/83  29/86  

60 59 85 51/82  45/86  

66 47 84 63/78  44/83  

72 39 80 32/72  86/77  

78 32 73 49/65  94/70  

84 28 64 21/58  29/63  

90 24 54 70/51  74/55  

96 22 44 50/45  49/48  

102 21 36 15/40  97/41  

108 20 30 82/35  38/36  

114 19 25 26/32  65/31  

120 19 22 17/29  70/27  

126 18 19 93/26  58/24  

 
 ماسکينگام خطی و مرتبه کسری )مثال اول( هيدروگراف مشاهداتی و محاسباتی برای -1شکل 
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( نتایج روندیابی سیلاب با روش ماسکینگام 2در جدول )

های غیرخطی ضعیف( خطی و مرتبه کسری برای مثال دوم )داده

ارائه شده است. هیدروگراف مشاهداتی و محاسباتی نیز برای 

( نشان داده شده 2ر شکل )ماسکینگام خطی و مرتبه کسری د

با روش ماسکینگام خطی  SSQاست. در مثال دوم مقدار شاخص 

بوده و با استفاده از روش مرتبه کسری مقدار  58/16958برابر 

در این  αکاهش یافته است. مقدار بهینه مرتبه  64/7855آن به 

-شود، برای دادهکه ملاحظه می طورهمانباشد. می 05/1شرایط 

 1به مقدار  αی رفتار غیرخطی ضعیف، مقدار بهینههای با 

 شده است. ترنزدیک

های قبلی، نتایج روندیابی سیلاب با روش مشابه با مثال

های ماسکینگام خطی و مرتبه کسری برای مثال سوم )داده

( ارائه شده است. هیدروگراف مشاهداتی و 3خطی( در جدول )

ان داده شده است. ( نش3محاسباتی برای این مثال در شکل )

بوده و با  15/2در مثال سوم با روش خطی برابر  SSQمقدار 

باشد. مقدار می 14/2استفاده از روش مرتبه کسری مقدار آن 

تعیین گردید. با توجه به  1در این شرایط برابر  αبهینه مرتبه 

شود ملاحظه می ،خطی دارند ذاتاً های این مثال رفتار اینکه داده

 باً یتقردر دو حالت مرتبه کسری و خطی  SSQشاخص که مقادیر 

هم نمود پیدا  αبرابر هستند، همچنین این رفتار خطی در مقدار 

 محاسبه شده است. 1کرده و مقدار بهینه آن برابر 

 SSQو  α( مقادیر بهینه پارامترهای روندیابی، 4در جدول )

( برای هر سه مثال ارائه %Eو مقدار متوسط درصد خطای نسبی )

شود در همه موارد مقدار که مشاهده می طورهمانشده است. 

SSQ  و خطای نسبی در روش مرتبه کسری نسبت به روش خطی

کاهش یافته است. همچنین در مثال اول که نسبت به مثال دوم 

در حالت کسری  αو سوم خاصیت غیرخطی بیشتری دارد مقدار 

یک دارد و در مثال سوم که خاصیت  تفاوت بیشتری از مقدار

( حاصل شده 19996/0) 1بسیار نزدیک به  αخطی دارد مقدار 

 است.
 

و نتايج رونديابی با روش  Brutsaert (2005)های داده -2جدول

 ماسکينگام خطی و مرتبه کسری

  مقادیر مشاهداتی
 دبی محاسباتی

)/s3m( 

 زمان

(day) 

دبی 

 ورودی

)/s3m( 

دبی 

 خروجی

)/s3m( 

ماسکینگام 

 خطی 

ماسکینگام 

 مرتبه کسری

0 139 139 00/139  00/139  

1 172 139 61/138  31/141  

2 250 124 84/154  32/160  

3 438 220 51/201  03/214  

4 736 342 52/319  98/336  

5 1077 542 54/529  43/545  

6 1622 805 45/804  53/834  

7 2090 1270 12/1219  35/1239  

8 2294 1684 35/1664  01/1666  

9 2247 1973 58/1988  32/1985  

10 2090 2169 29/2123  92/2133  

11 1622 2090 76/2111  02/2116  

12 1271 1895 19/1864  04/1895  

13 1015 1622 32/1562  04/1604  

14 844 1333 02/1283  26/1321  

15 711 1077 93/1058  70/1083  

16 627 891 08/881  87/893  

17 549 759 41/751  61/751  

18 488 651 09/648  95/640  

19 433 558 45/566  59/554  

20 388 496 39/498  68/484  

21 343 434 18/442  33/427  

22 313 396 56/391  84/377  

23 283 350 53/351  94/337  

24 266 319 51/316  40/304  

25 249 296 75/290  00/279  

26 236 265 44/269  56/258  

27 224 235 40/252  25/242  

28 213 220 93/237  60/228  

29 201 204 26/225  60/216  

30 192 197 90/212  25/205  

31 182 189 27/202  18/195  

  
 هيدروگراف مشاهداتی و محاسباتی برای ماسکينگام خطی و مرتبه کسری )مثال دوم( -2شکل 
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 و نتايج رونديابی با روش ماسکينگام خطی و مرتبه کسری Ramirez (2010)های داده -3جدول

  مقادیر مشاهداتی
 دبی محاسباتی

)/s3m( 

 دبی ورودی (h) زمان

)/s3m( 

 دبی خروجی

)/s3m( 
 ماسکینگام خطی

ماسکینگام مرتبه 

 کسری

0 85 85 00/85  00/85  

1 93 85 49/85  49/85  

2 137 91 25/91  23/91  

3 208 114 27/114  24/114  

4 320 159 38/159  33/159  

5 442 233 40/232  35/232  

6 546 324 30/324  27/324  

7 630 420 91/419  89/419  

8 678 509 58/508  57/508  

9 691 578 51/578  50/578  

10 675 623 43/623  42/623  

11 634 642 96/641  95/641  

12 571 635 85/634  83/634  

13 477 603 04/603  02/603  

14 390 546 28/546  24/546  

15 329 479 77/478  72/478  

16 247 413 63/412  60/412  

17 184 341 18/341  15/341  

18 134 274 98/273  95/273  

19 108 215 27/215  24/215  

20 90 170 39/170  38/170  

 

 %E و درصد خطای نسبی SSQو  αمقدار بهينه پارامترهای رونديابی،  -4جدول 

 %k x α SSQ E روش مثال

1 
1646/29 خطی  1182/0  1 6334/605  9494/11  

0275/44 مرتبه کسری  0037/0  1533/1  7603/380  2845/9  

2 
9686/1 خطی  0118/0  1 5794/16958  1265/3  

0617/2 مرتبه کسری  0751/0-  0510/1  6405/7855  5584/2  

3 
3005/2 خطی  0653/0-  1 1536/2  1228/0  

2993/2 مرتبه کسری  0647/0-  9996/0  1373/2  1191/0  

  
 هيدروگراف مشاهداتی و محاسباتی برای ماسکينگام خطی و مرتبه کسری )مثال سوم( -3شکل 

 یريگجهينت
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معادله ذخیره با  اصلاح شدهمدل ماسکینگام  از غیرخطی سیلاب
ویژگی حاضر  شده است ولی در تحقیق استفاده با مبنای تجربی غیرخطی

غیرخطی در معادله دیفرانسیل پیوستگی با استفاده از مشتق مرتبه 

با توجه به  لحاظ شده است.که دارای مبنای تئوری است  کسری

های موجود مشتقات کسری، که از تمام دادهخاصیت غیرموضعی 

کند، در این تحقیق استفاده می ، برای محاسبه مشتقدر دامنه

برای بهبود دقت مدل روندیابی ماسکینگام خطی از تئوری 

مشتقات کسری استفاده گردید. به این منظور ابتدا معادلات 

ذخیره و پیوستگی در حالت کسری و در همسایگی عدد یک )

0 1   1و 2 توسعه داده شد و سه مثال از داده )-

های پرکاربرد در مطالعات روندیابی سیلاب از ادبیات موضوع 

 SSQانتخاب و مورد بررسی قرار گرفت. با هدف کمینه کردن 

α (0پارامترهای روندیابی و  2 العات موردی ( برای مط

و خطای نسبی مقادیر  SSQمورد نظر بهینه گردید. مقایسه 

محاسباتی روش مرتبه کسری و روش خطی معمولی با مقادیر 

مشاهداتی نشان داد که حالت کسری نسبت به روش خطی 

های معمولی دارای عملکرد بهتری است و برای بهبود مدل

ه کرد. مدل توان از آن استفادروندیابی ماسکینگام خطی می

کند اما از پیشنهادی اگر چه از معادله خطی ذخیره استفاده می

صورت مرتبه کسری است قادر آنجایی که معادله دیفرانسیل آن به

بینی کند. این ها را نیز به خوبی پیشاست رفتار غیرخطی سیلاب

مدل همچنین در مواقعی که رفتار سیلاب خطی است به مدل 

 یابد.خطی کاهش می
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