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The recent escalation of environmental concerns necessitates the development of computer 

models able to predict pollutant dispersal in natural aquatic systems, rendering them an 

absolute essentiality. Unlike physical models, the primacy of such computer models lies in 

their lower costs and facile adaptability to novel conditions. In order to resolve the pollution 

transport equation in rivers, both directly and inversely, the Group Preserving Scheme has 

been employed. As expeditious simulation of the pollutant intensity function is imperative, 

determining a technique to achieve this with celerity is essential. Solving the pollution 

transport equation in one time step utilizing GPS reduces computational duration and 

conserves time and resources. GPS constitutes a method for solving malignant problems. This 

method has been leveraged to solve the one-dimensional advection-dispersion equation with 

variable coefficients. This method is based on solving dynamic systems in positive and 

negative time intervals and deriving a general equation to solve ordinary differential equations 

in a one-step approach. In this study, three examples are shown to demonstrate the 

performance of the one-step solution of the direct and inverse Group Preserving Scheme. First, 

the pollutant concentration in the river was calculated using the forward solution with variable 

coefficients. Next, two different examples were used to simulate the pollutant intensity 

function at the initial time, employing the Backward Group Preserving Scheme. Afterward, 

the accuracy of the one-step and multi-step solutions was evaluated using statistical indicators. 
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  های کلیدی:واژه

  نده،یمنابع آلا صیتشخ
  ،یحل عدد

 روش معکوس، 
  ،یامرحلهطرح حافظ گروه تک

 .یپراکندگ -جاییمعادله جابه

در  هاندهیآلا یرا که پراکندگ یاانهیرا یهاتوسعه مدل ر،یاخ یهادر سال یطیمحستیز یهاینگران شیافزا
ها دلم گونهنیا یاصل تیکرده است. جذاب لیضرورت مطلق تبد کیبه  کنند،یم ینیبشیرا پ یعیآب طب یهاستمیس

منظور حل معادله انتقال است. به دیجد طیشرابا  یبودن و سهولت سازگار نهیهزکم ،یکیزیف یهابرخلاف مدل
هر  یازسهیو معکوس از طرح حافظ گروه بهره گرفته شده است. ازآنجاکه شب میصورت مستقدر رودخانه به یآلودگ

 تیاهم مهم را محقق کند از نیکه بتواند ا یکردن روش دایاست، پ تیحائز اهم اریبس ندهیتابع شدت آلا ترعیسر چه
با استفاده از طرح حافظ گروه باعث کاهش زمان  یگام زمان کیبا  یاست. حل معادله انتقال آلودگ ورداربرخ یادیز

 دهیچیپ اریجهت حل مسائل بس یعنوان روش. طرح حافظ گروه بهشودیم نهیدر زمان و هز ییجومحاسبات و صرفه
گرفته شده  بهره ر،یمتغ بیبا ضرا یاکندگپر-ییجاجابه یبعدکیحل معادله  یروش برا نیپژوهش از ا نیاست. در ا

 یلمعادله ک کیدست آوردن و به یزمان مثبت و منف یهادر گام یکینامید یهاستمیروش، حل س نیاست. اساس ا
پژوهش سه مثال جهت نشان دادن  نیاست. در ا یامرحلهصورت تکبه یمعمول لیفرانسیجهت حل معادلات د

مقدار  میشده است. ابتدا با استفاده از حل مستق و معکوس حافظ گروه ارائه میستقطرح م یامرحلهعملکرد حل تک
شده است. در گام بعد با دو مثال مختلف با استفاده از طرح معکوس محاسبه  ریمتغ بیدر رودخانه با ضرا ندهیغلظت آلا

دقت حل  ،سازی¬هیز شبو پس ا شودیپرداخته م ییدر زمان ابتدا ندهیتابع شدت آلا یسازهیحافظ گروه به شب
 .ردیگیقرار م یابیمورد ارز یآمار یهابا استفاده از شاخص یامرحلهو چند یامرحلهتک
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 دمه مق

 ,.Alulema-Pullupaxi et al)ستهای جدی برای زندگی انسان و موجودات زنده تبدیل شده اها به چالشکمبود منابع آب و آلودگی آن

توان ها صورت گرفته است، اما تنها با اعمال قوانین نمیمنابع آب ازجمله رودخانهبه اقدامات قانونی برای کنترل و تخلیه آلودگی . (2021
ها در نظارت و نبود قدرت محاسباتی و کنترلی عملی در این زمینه، طور کامل جلوی آلودگی آب را گرفت. علاوه بر این، وجود خللبه
 ,.C.-Y. Chang et al., 2019; Godwin et al., 2015; Yuan et al) استرا سبب شده  هاویژه رودخانهدگی بیشتر منابع آب، بهآلو

ها هستند به همین منظور وجود یک سامانه کنترلی جهت ها صنایع و کارخانهترین عوامل انتقال آلودگی به رودخانه. یکی از مهم(2022
ترین به همین دلیل تشخیص زمان و مکان آلودگی در کوتاه. (Nikinmaa, 2014)تشخیص مکان و غلظت ورودی رودخانه ضروری است 

. (Crooks & Isakov, 2013; Jiang et al., 2021)تواند کمک شایانی در مدیریت مسائل محیط زیستی انجام دهد زمان ممکن می
آلاینده در مسیر  گویهای مستقیم، روند تغییرات السازی غلظت آلاینده در پایین دست رودخانه با استفاده از روشعلاوه بر این شبیه

 & Fardadi Shilsar et al., 2023; Guo)شوددهد که باعث تسهیل در تصمیم گیری مسائل محیط زیستی میرودخانه را نشان می

Cheng, 2019; Tsuzuki, 2015). 
 هاستمیس فیتوص یرا برا یاضیر یهادارند و مدل اتیاضیو ر یمختلف علوم، مهندس یهانهیدر زم ینقش مهم لیفرانسیمعادلات د

 یاضیعبارات ر معادلات اغلب شامل نی. ا(Kato et al., 2023; Ma, 2022; Rockne et al., 2019) کنندیارائه م یکینامید یهادهیو پد
 یضرورمعادلات به دست آوردن جواب  یبرا یعدد یهاحل کرد و استفاده از روش یلیصورت تحلها را بهآن توانیاست که نم یادهیچیپ
 هک است جیرا یاضیمدل ر ککه از این دسته معادلات است ی یپراکندگ -جاییجابهمعادله  .(Gnudi, 2023; Nave et al., 2021) کندیم

 ها ارائه دهدآب در رودخانه تیفیو ک ینیرزمیز یهاآب یمهم مانند آلودگ یندهایرا در مورد فرآ یارزشمند یهانشیب تواندیحل آن مراه
(Paladino et al., 2018; Parker & Kim, 2015; Singh et al., 2023) .موضوع  یپراکندگ -جاییجابهو کارآمد معادله  قیدق یحل عدد

 ,.Ibiş & Bayram, 2014; Seifi & Riahi-Madvar, 2019; Tressler & Uchrin, 2014; Zhou et al)بوده است یاگسترده قاتیتحق

ه ب یابیدستهای راهاز  یکمر مهم تلقی شده است. یکاهش زمان محاسبات در حل عددی معادلات دیفرانسیل یک ا حالنیباا .(2016
) ,.Wu et alتوجه دارد  دقت محاسبات ای اتیبه سطح جزئ درواقعکه  است لیفرانسیمعادلات د 1یعدد تعیین وضوح ،عیسر یهاجواب

 هم استم اریبس یعدد یهاآن بر دقت و سرعت حل ریتأث لیبه دل لیفرانسیمعادلات د یعدد وضوحبه جواب در  عیسر یابیدست .(2019
(Ali, 2021; Conrad et al., 2017). یعدد یهابر دقت و سرعت حل تواندیم لیفرانسیمعادلات د یدر وضوح عدد یگام زمان راتییتغ 

یم راتییتغ نیاشاره دارد که ا یزمان یهابه انتخاب بازه این تغییرات .(Conrad et al., 2017; Zarif Sanayei et al., 2021)بگذارد ریتأث
 مکانیو گام  یمقدار گام زمان نیب یارابطه 2تئوری لاکسطور خاص، به .(Woolway et al., 2020) بگذارند ریتأث یدقت حل عددبر توانند 

 جهیدرنت کندیم نزدیک قیقرا به جواب د یحل عدد ییهمگرا ،ثباتو  یداریپا یازهایبا برآوردن ن که کندیبرقرار م یشبکه محاسبات
 Chartres)و کارآمد نهفته است قیدق یهاحلآن در ارائه راه ییدر توانا لیفرانسیمعادلات د یعدد وضوحبه جواب در  عیسر یابیدست تیاهم

& Stepleman, 1972; Ojo et al., 2021; Vitanov, 2022; H. Wang et al., 2021). هیتوص های عددیافزایش بازدهی مدل به منظور 
 یداریپا یهاتیمحدود لیانتخاب به دل نی، اوجودنی. بااابدیحل بهبود  ندفرآی تا شود انتخاب ممکن مقدار حداکثر به یکه گام زمان شودیم

 یعدد یداریناپا ،یگام زمان یعیرطبیغ شیاها با افزاز روش یممکن است در برخ نیمحدود است. ا شود،یم نییتع 3CFL اریکه توسط مع
 ,Glenis et al., 2013; Nichols & Heikkinen) شود یاعتماد رقابلینادرست و غ جیشود که ممکن است منجر به نتا جادیحل ادر راه

 های عددیاین پارامتر بر دقت و سرعت مدل ریتأثی مختلفی میزان هاپژوهشهای عددی، در با توجه به اهمیت گام زمانی در حل .(2006
، فارست و 2016، هاروی و همکاران در سال 2014توان به تحقیقات نابیل و همکاران در سال نشان داده شده است که در همین راستا می

اشاره  2009در سال و بارمن و همکاران  2002، جانسن و همکاران در سال 2018، سنتوس و همکاران در سال 2011همکاران در سال 
 ,Burman & Fernández)دهند.ی کاهش دقت و افزایش سرعت مدل با کاهش تعداد گام زمانی را نشان میطورکلبهکرد که این تحقیقات 

2009; Fürst et al., 2011; Harvey & Verseghy, 2016; Johnson et al., 2002; Nobile et al., 2014; Santos et al., 2018).   
 معادله. حل معکوس (Lu & Yu, 2019)ی معکوس بهره گرفت هاحلراهتوان از یها مجهت بازسازی الگوی آلاینده در رودخانه

                                                                                                                                                                                
1 Numerical resolution 
2 lax theorem 
3 Courant-Friedrichs-Lewy 
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 ید بررسمور یاضیو ر یآمارنیو زم یاحتمالات ،یسازنهیبه-یسازهیشب یکل یهابه روش ینیرزمیز یهاها و آبدر رودخانه یانتقال آلودگ
حل  یبرا یو روش عدد یسازنهیبه تمیالگور بیاز ترک ،یسازنهیبه-یسازهیروش شب در .(Mazaheri et al., 2015) اندقرار گرفته

و زمان  نهیهز شیدارد که همراه با افزا ازین یبا پردازنده قو یوترهایروش به کامپ نیا. شودیاستفاده م یمعکوس معادله انتقال آلودگ
، ناردو و همکاران با استفاده از روش 2015راستا، در سال  نیا دربزرگ متناسب است.  یهاطیبا مح یخوبروش به نی. ادیآیمحاسبات م

 ,.Nardo et al) پرداختند یبعدکی طیدر مح یزمان و مکان آلودگ یسازهیبه شب ،یستیز یحداقل مربعات و اطلاعات حسگرها میتنظ

ت روش تابع شد نیاز ا ستفادهبا ا نگیو داتا و س د،یو سع نتاکوماریمه ن،ی، ژانگ و ژ2006و  2005و  2017 یهادر سال ن،یهمچن .(2015
 .(Mohamed, 2005; Mohan & Bithin, 2006; S. Zhang & Xin, 2017 & (Kumar))کردند یرا بازساز ندهیآلا یزمان

 ایروش مزا نی. اشودیاستفاده م ندهیمکان و زمان غلظت آلا یسازهیشب یبرا یمارآنیو زم یاحتمالات یهااز روش گر،یروش د در
، قانع و 2016سال  در. اشاره کرد ندهیتعداد منابع آلا ییدر شناسا تیکاهش حجم محاسبات و محدود توان بهکه میخود را دارد،  بیو معا

زمان و  صیدر تشخ یرا به دست آوردند و عملکرد موفق ندهیمکان و زمان انتشار منابع آلا ،یهمکاران با استفاده از روش احتمال برگشت
 انیجر طیش و با شرارو نیبا استفاده از ا ای، چنگ و ج2010در سال  ن،ی. همچن(Ghane et al., 2016) در رودخانه داشتند ندهیمکان آلا

روش  نیا یواقع یهادادند و با داده صیدر رودخانه را تشخ ندهیماده آلا یمحل و زمان رهاساز ،یدوبعد طیو ماندگار در مح کنواختیریغ
و وانگ و کاپولا و همکاران،  لسون،یو و وپاری، ن2018و  2014، 2005 یهادر سال ن،یهمچن .(Cheng & Jia, 2010) کردند دییرا تأ

انجام  یقاتیتحق یخط ونیو مدل رگرس یاحتمال برگشت بیو ترک ،یآمارنیزم ،یاحتمالات برگشت یهابا روش بیهمکاران به ترت
 .(Cupola et al., 2015; Neupauer & Wilson, 2005; Roohollah et al., 2016; J. Wang et al., 2018)دادند

 یدارا یسازنهیبه-یسازهیروش نسبت به روش شب نی. اشودیم استفاده یسازهیشب یبرا یاضیر یهادر روش سوم، از چارچوب
 روش نیحل مسئله در ا یدگیچی، پحالنیاجرا مدل و حذف تکرارها است. باا مانند کاهش زمان محاسبات، کاهش تعداد دفعات ییایمزا

ازجمله حل معکوس با استفاده از روش  یمختلف یها، از روشانتقال آلودگیحل معکوس معادله  یاست. برا راههم ییهابا چالش ،یاضیر
 یبعدکیروش، به حل معکوس معادله  نیو همکاران با استفاده از ا ی، لوشاب2019سال  در استفاده شده است. یریپذ-شبه معکوس

 شدههیتخل هندیغلظت آلا یزمان یسر یهاداده ،یمدل عدد کیبا استفاده از  قیتحق نیپرداختند. ا ریمتغ بیبا ضرا یپراکندگ-ییجاجابه
با افزودن  ی، پرمنون و مظاهر2021در سال  گرید یپژوهشدر  ن،یهمچن. (1398)لوشابی و همکاران،  کرد یدر رودخانه را محاسبه و بازساز

نون و مظاهری، )پرم پرداختند یبه حل معادله انتقال آلودگ ،یریپذ-و با استفاده از روش شبه معکوس یبه معادله انتقال آلودگ یداریترم پا
عنوان مثال، استفاده شده است. به ندهیحل معکوس معادله انتقال آلا یبرا یریپذ-معکوس هیشب یهااز روش زین گرید قاتیتحق در. (1399

 پرداختند ندهیروش به حل معکوس معادله انتقال آلا نیبا استفاده از ا 2011، ژانگ و وانگ در سال 1995اسکاگاس و کابالا در سال 
(Skaggs & Kabala, 1995; T. Zhang et al., 2011) .در رودخانه به کار  ندهیحل معکوس معادله انتقال آلا یبرا زین یگرید یهاروش

و همکاران  وپاریعنوان مثال، ناست. به رهیلاپلاس و غ لیتبد خنوف،یت ن،یتابع گر میمانند تنظ یلیو تحل یعدد یهاشامل روش که اندرفته
حاصل از اعمال روش تابع  یبا استفاده از معادله انتگرال 2015در سال  انو همکار یو مظاهر خونوف،یبا استفاده از روش ت 2000در سال 

 ,Mazaheri et al., 2015; Neupauer et al., 2000; Skaggs & Kabala)در رودخانه پرداختند ندهیمکان و زمان آلا یسازهیبه شب نیگر

1995; T. Zhang et al., 2011).  
زان می نیاگذارد اما سازی و همگرا یا واگرا شدن مدل اثر میکه گفته شد تعیین تعداد گام زمانی بر دقت، زمان شبیه طورهمان

. به این (Manson et al., 2000; Rodman & Martin, 2020; Xing et al., 2019)فاوت است های عددی مختلف متی بر روشریرپذیتأث
منظور در این پژوهش روشی انتخاب شده است که توانایی حل معادله انتقال آلودگی با یک گام زمانی دارد. در این پژوهش با استفاده از 

زمان ارائه شده است. این روش بر اساس روش خطوط صورت معکوس در به ADEهای ریاضی، حل یک طرح عددی، بر مبنای چارچوب
 ;C. S. Liu et al., 2010)توان معادلات با مشتقات جزئی را به معادلات دیفرانسیل معمولی تبدیل کرد است که با استفاده از این روش می

Pregla & Pascher, 1989).  مده است و طرح حافظ گروه آ به دستدر مخروط آینده  شدهتیتقوگروه تبدیلات لی برای دستگاه دینامیک
(GPS جهت محاسبه عددی )ی توسعه داده شده استرخطیغ لیفرانسیدمعادلات  مؤثر(C. S. Liu, 2001) .GPS  ی از ریگانتگرالجهت

های شمینکوفسکی برای توسعه رو شدهتیتقومعادلات دیفرانسیل غیرخطی ارائه شده است که از مختصات همگن و دینامیک در فضای 
استفاده  nRهای قبلی از فضای اقلیدسی های عددی دیگر این است که در روشو روش GPSعددی استفاده شده است. تفاوت اساسی 

بعد دستگاه در فضای مینکوفسکی یک مرتبه افزایش  درواقعشود استفاده می  n+1Mز فضای مینکوفسکی ا GPSشود درحالی که در می
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 صورتبهبرای حل معادلات  .(C. S. Liu, 2001)شود های جعلی و نقاط ثابت غیر واقعی میاز جواب اجتنابیابد که این امر باعث می
ساخت نظریه  هدف با(، گسترش کار با در نظر گرفتن معکوس زمان معادلات BGPSمعکوس در زمان توسط طرح معکوس حافظ گروه )

های صریحی که برای حل مسائل ضمنی است. طرح عموماًبرای مسائل معکوس  اتخاذشدههای عددی شود. طرحگروه معکوس انجام می
 یک حل بهاز آنجا که عموم حل مسائل معکوس  .(C. S. Liu, 2006)نبوده است  مؤثرچندان  تاکنونمعکوس به کار گرفته شده است 

است و نیاز به  رممکنیغهای عددی کلاسیک ، حل با استفاده از روششود می منجر 1بدوضع مسئله نوع از خطی معادلات دستگاه
( به حل معکوس معادله انتقال BGPSستفاده از )با ا رونیازا. (Ames & Epperson, 1997) هستها آن ای جهت حلهای ویژهتکنیک

استفاده از این روش در حل مسائل مختلف انجام شده است که  تاکنونشود. صورت معکوس در زمان پرداخته میآلاینده در رودخانه به
گوردون، مسائل موج و مسئله کوشی اشاره -ی، کلایننیرزمیزهای در آب ADEتوان به حل مستقیم و معکوس معادلات گرما، برگرز، می

 C.-W. Chang, 2010; C. Chang et al., 2009; C. W. Chang & Kuo, 2014; C. W. Chang & Liu, 2014; Chen, 2016; Gao)کرد 

et al., 2019; C.-S. Liu, 2006; C.-S. Liu & Chang, 2012; C. S. Liu, 2004, 2006; C. S. Liu et al., 2006, 2010).  
 ؤثرمهای صورت گرفته، سرعت بازسازی تابع شدت آلاینده از اهمیت بسیار زیادی برخوردار است. یکی از عوامل با توجه به پژوهش

م ها به دلیل شرایط پایداری و واگرا شدن نتایج امکان کسازی تعیین تعداد گام زمانی است. با این حال در بسیاری از روشبر سرعت شبیه
بعدی این  n+1از اندازه گام زمانی وجود ندارد اما در طرح حافظ گروه به دلیل مجزا در نظر گرفتن بعد زمان در قالب فضای  کردن بیش

تواند سازی مستقیم و معکوس معادله انتقال آلودگی را انجام داد که میجود دارد تا بدون واگرا شدن نتایج، با یک گام زمانی شبیهامکان و
و  تر شدن معادلاتسازی، سادههدف از انتخاب این روش کاهش زمان شبیه درواقعابزار پیشرفت در مسائل محیط زیستی را فراهم کند. 

 ره کرد.سازی ترم پایداری اشاتوان به عدم نیاز به انتخاب و بهینههای دیگر این روش میهای محاسباتی است. از مزیتهکاهش هزین تبعبه

 هامبانی تئوری و روش
 در رودخانه استفاده یو معکوس معادله انتقال آلودگ میحل مستق یاست، برا 2یل یهاگروه هیمطالعه، از طرح حافظ گروه، که بر پا نیدر ا

ای مرحلهتک حیشده و سپس به توض یمعرف یمعادله انتقال آلودگ میمستق 3ایمرحلهحل تک یشده است. در ابتدا، طرح حافظ گروه برا
 میصورت مستقبهی پراکندگ-ییجامعادله جابه ت،ی. درنهاشودیپرداخته م معادله نیمعکوس ایک گام حل  یطرح معکوس حافظ گروه برا

و دقت این دو حل با جواب دقیق سنجیده شده  شودیحل م 4ایمرحلهای و چندمرحلهتک صورتبه  روش نیو معکوس با استفاده از ا
عنوان  شود که بهسازی مدل مستقیم با استفاده از شرط اولیه، شرط انتهایی توسط روش مستقیم حاصل میشبیه در ابتدا پس از. است

د. شوسازی میشود. مدل معکوس با هدف بازسازی شرط اولیه ) الگو غلظت ورودی رودخانه( شبیهوس اتخاذ میالگوی ورودی مدل معک
سنجی روش معکوس سنجی مدل معکوس است، صحتهای متداول جهت صحتبا مقایسه روش معکوس و مستقیم که یکی از روش

. در حل معکوس (Atmadja and Bagtzoglou, 2001; El Badia et al., 2005; Lee et al., 2018; W. Wang et al., 2023)گیرد انجام می
ای ای و مقایسه عملکرد آن با روش چندمرحلهمرحلهبازسازی این الگو توسط مدل تک باهدفمنظور از دقیق الگو ورودی رودخانه است که 

اله فردادی پراکندگی که جزئیات این روش در مق-جاییسازی انجام گرفته است. در مدل مستقیم نتایج با حل نیمه تحلیلی معادله جابهشبیه
؛ فردادی 1400سر و همکاران دی شیل)فردا (Fardadi Shilsar et al., 2023)و همکاران آورده شده است مورد ارزیابی قرار گرفته است 

 (.1400سر و همکاران شیل

آمده دستبه جیو سپس نتا شودیبعد حل م کیدر  یمعادله انتقال آلودگ م،یمستق یپژوهش، ابتدا با استفاده از روش عدد نیا در
( محاسبه ندهی)تابع شدت آلا یینها جیتا نتا دشوی( استفاده میمرحله دوم محاسبات )حل معکوس معادله انتقال آلودگ یبرا یعنوان ورودبه

 شود،یم میبازه تقس nدر رودخانه، به کمک طرح حافظ گروه که رودخانه به  ندهیانتقال و انتشار آلا یسازمدل یمطالعه، برا نیا در گردد.
,𝐿1روش، طول هر بازه رودخانه با  نی. در ا(1401)سعادت و همکاران،  پرداخته شده است 𝐿2, … , 𝐿𝑛−1, 𝐿𝑛 طورشده است. همان نشان داده 

و در حل معکوس  2tبه  1tاز  ایمرحلهتک میو در حل مستق کندیدست حرکت منییاز بالادست به پا ندهیغلظت آلا پیداست 1که از شکل 
 ییغلظت در زمان انتها یمعنا که با داشتن الگو نیبه ا شود،یانجام م معکوسصورت به یسازروش مدل نی. اکندیم رییتغ 1tبه  2tاز 

                                                                                                                                                                                
1 Ill-posed problem 
2 Lie groups 
3 One-step 
4 Multi-step 
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 یبردارداده ازمندین ییدر زمان انتها یمکان لیف. استخراج پروشودیمانجام  ییغلظت در زمان ابتداسازی شبیه(، Tدر زمان  یمکان لی)پروف
 .شودیاستفاده م یمعادله انتقال آلودگ میاز حل مستق ،یواقع یهانداشتن داده لیپژوهش به دل نیدر طول رودخانه است، اما در ا

 

 
 nLتا  0. نیمرخ مکانی غلظت آلاینده در رودخانه در بازه 1شکل 

 

 معادله انتقال آلودگی در رودخانه

 :(Chapra, 2008) گرددیمبررسی  زیر صورتبه یبعدکی صورتبهپراکندگی -در تحقیق حاضر معادله جابجایی

 (1رابطه 
( )

   
    

   

( ) ( )AC QC C
AD AkC AS

t x x x 
از . استترم منبع  Sضریب زوال ماده آلاینده و kضریب پراکندگی در جهت طولی،D سطح مقطع رودخانه A(،1در معادله )

 کیمعادله به  نیا لیتبد یبرا 1روش عددی خطوطاز  ،هست یجزئ لیفرانسیاز دسته معادلات د یپراکندگ-ییجاآنجا که معادله جابه
fکه با نماد دیآیبه دست م ریمعادله ز ،یبر معادله اصل یساز. پس از انجام گسستهشودیاستفاده م یمعمول لیفرانسیدستگاه معادلات د j

 

 .شودیداده م شینما

  1 1 1 1

1 1

1

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
f

i i i i i i
j

i i

i i i i i

d A C t Q t C t Q t C t C C
AD AD

dt x x x x

A k C A S

   

 

      
        

       

  

 (2رابطه 

 یددحل ع یبرا ییو انتها یمرز طیشراشده است.  نظرصرفگفتنی است که در این مسئله از ضریب زوال واکنش و ترم منبع 
 .اندشده نییتع ریصورت زدر رودخانه به یپراکندگ-ییجامعکوس معادله جابه

) که )TC x شده در زمانغلظت مشاهده یمکان عیتوزیی شرط انتهاT  ای به طول رودخانهدرL  .است 
 

 (3رابطه 

(0 ) 0 0

0 0

( ) ( ) 0

x L

T

C t t T

C
t T

x

C x t C x x L

,

,



  


  



   

                                                                                                                                                                                
1 The numerical method of lines 
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های جریان استفاده شده است. که حالت کلی این معادلات به شرح جهت محاسبه پارامتر ونانت سنتدر این تحقیق از حل معادلات 
 زیر است: 

 

(4) 2

2

0

0

 
 

 

 
   

  
( ) w

f

A Q

t x

zQ Q
gA gAS

t x xA

 

فاصله طولی در  xزمان، tشیب خط انرژی،  fSشتاب ثقل،  gسطح مقطع جریان،  Aدبی جریان، Q که در روابط فوق
 تراز سطح آب است. wzجهت جریان و 

با  بیضر نیا قیدق نییتع ال،یس اتیهندسه رودخانه و خصوص ،یکینامیدرودیبه عوامل ه یپراکندگ بیضر یبا توجه به وابستگ 
از  توانیدر رودخانه، م یطول یکندگپرا بیضر نیمنظور تخمموارد، به نیبا توجه به ا. (Toprak et al., 2004) مواجه است چالش
در این پژوهش از رابطه . (Karami Cheme and Mazaheri, 2021) اند، استفاده نمودشده نییمختلف تب نیکه توسط محقق ییهافرمول

 .(Fischer et al., 1979)استفاده استفاده شده است  تجربی و پرکاربرد فیشر

معادله انتقال ای مرحلهحل تک( با استفاده از روش خطوط، 1بر معادله ) یسازو انجام گسسته انیجر یپس از محاسبه پارامترها
ادلات دستگاه مع کیمعادلات را به  نیا ،یجزئ لیفرانسیبر معادلات د یساز. روش خطوط با اعمال گسستهشودیم انجامدر رودخانه  یآلودگ

در طرح حافظ  (.1401د )سعادت و همکاران، شویبه حل آن پرداخته م ،یو سپس با استفاده از حل عدد کندیم لیتبد یمعمول لیفرانسید
صورت  نیدارد، به ا یعدد یهاروش ریبا سا یروش تفاوت اصل نی. اشودیم بهره گرفتهحل معادلات  یبرا 1مینکوفسکی یگروه، از فضا

 یکه بعد دستگاه در فضا شودیباعث م رییتغ نی. اکندیاستفاده م n+1M ینکوفسکیم یاز فضا ،nRیدسیاقل یاستفاده از فضا یجاکه به
نقاط ثابت و  2ی جعلیهامهم است، که اجتناب از جواب یتیمز یدارا ینکوفسکیم ی. استفاده از فضاابدی شیافزا مرتبهکی ینکوفسکیم
 .(C. S. Liu, 2001) ردیگیبرمرا در  3یرواقعیغ

 حل مستقیم با استفاده از طرح حافظ گروه

 زیر: صورتبهبعدی  nی دستگاه معادلات دیفرانسیلبرا
 (5رابطه  C = f(C, ), C ,nt R t R 

و سپس معادله بالا را به یک  دادیجاشده ی دینامیکی تقویتهادستگاهی را در رخطیغمعادلات دیفرانسیل  هایتوان سیستممی
1nدستگاه دینامیکی افزوده    بعدی تبدیل کرد(C. S. Liu, 2001): 

 
 (6رابطه 

T

0


 
 

        
    

  

f(C, )
0

CC C

C Cf (C, )

C

n n

t

d

dt t

 
که مشخص است  طورهمانشود. تابعی برداری نامیده می fیک متغیر زمانی است tبعدی است،  n بردار C ت فوقمعادلاکه در 

Tقسمت دوم معادله ساختار را برای متغیرهای افزوده  امااست  (5( همان مقدار معادله )6قسمت اول معادله ) T,X : (C C )  ایجاد

 کند.کند که در شرط مخروط مینکوفسکی صدق میمی
T (7رابطه  0X g X  

 است و برابر است با: 4یک متر مینکوفسکی gکه 

                                                                                                                                                                                
1 Minkowski 
2 Spurious 

3 Ghost fixed points 
4 Minkowski metric 
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 (8رابطه 
1

1 1

n n

n

I 0
g

0





 
  

  
(، دامنه جواب در فضای 7ی از معادله )ریگبهرهبا  ترانهاده است. انگرینما Tو nهمانی از مرتبه تابع Inدر معادلات فوق، 
مثبت جهت تعیین دامنه جواب در حل مستقیم و زمان منفی جهت تعیین دامنه جواب شود. با منظور کردن زمان مینکوفسکی مشخص می

و مخروط  2ها مخروط آیندهآمده است، مخروط به دو بخش که به آن به دست( 7که از حل معادله ) 1در حل معکوس و تشکیل مخروط پوچ
 .شودیم ینکوفسکیم یدر رودخانه در فضا یدامنه جواب حل معادله انتقال آلودگ لیباعث تشک تیواقع نیاشود. می میتقس 3گذشته

1n شدهتیتقو ( یک سیستم7)معادله  جادشدهیابا محدودیت  جهیدرنت  شود:به شکل زیر ایجاد می 
X (9رابطه  A X 
 

 است. 4یک عنصر از جبر لی  Aکه در معادله فوق
(10) 

T

0


 
 
 
 
 
  

f(C, )
0

C
A :

f (C, )

C

n n

t

t

 
 یبعد 1n یکینامید ستمیس کیدر  یعیطور طب( را به5) یبعد n یاصل یکینامید ستمیس توانی، مnRیدسیمعمول اقل یدر فضا

 .C) آمده است ریگروه را دارد که به شرح ز حافظ یعدد طرحاز  یمندبهره د،یجد ستمیکرد. س ورغوطه، n+1M ینکوفسکیم ی( در فضا9)

S. Liu et al., 2010). 

1 (11رابطه  C G( )Cj jj
 

1Cکه در معادله فوق  j  1غلظت در زمانj  وC j  غلظت در زمانj  به خواص طرح حافظ گروه با توجهو

0
1G( ) ( , )j SO n  ارزیابی گروه در زمانj .است 

 ای معادله انتقال آلودگی در رودخانهمرحلهحل مستقیم تک

ابتداییشرط  کیبا شروع از 
0

C، مقدار شودیم یسع 
T

C با فرض اینکه کل زمان. انتهایی است محاسبه شوددر زمان  که غلظت T  بر
 Kیزمان یهااندازه گام یعنی، شودیم میمرحله تقس T T / K   .نوشت: توانی( م11) با توجه به معادلهاست 

1 (12رابطه   - 0 0C G ( )...G ( )CT T T T 
1iG در معادله فوق هر , ,...,i K 1لی  گروه انتقالی یهایژگیاست و با و لیعنصر از گروه یک  G ( )...G ( )TT T زین 

با فرض ثابت بودن ماتریس است.  CTبه  0Cای از مرحلهاین یک انتقال تک .شودیم نمایش دادهGعضو گروه لی هستند که با 

jA( )0Aنوشتن نگاشت نمایی برای ماتریس  و مقدار گیری آن در یک مرحله،( 9در معادله ) ( معادله زیر را  Tدر فاصله زمانی  (
 کند:تصدیق می

 

T F 0F
0 02

00

0 T

F 0
F

0

1

0

n

ba

T
b

a

f( )
I f f

ff
G exp A( )

f

f

 
 

 
   

 
 
                                                                (      13رابطه  

Tبا استفاده از رابطه T Ttf f(C , )  و با جایگذاری 0Texp A( )jGی جابه (  .C)شودمعادله زیر حاصل می (11در رابطه ) (

S. Liu et al., 2010) : 

                                                                                                                                                                                
1 Null cone 
2 Future cone 
3 Past cone 
4 Lie algebra 
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F 0 0 F 0 0
0 0 0 0 02

0

1
T

a b( )f .C C f
C C f C f

f


 
     رابطه 14(                                                                

0 انتهایی وغلظت در زمان  TCکه در معادلات فوق 
C ابتدایی است غلظت در زمان. 

 (15رابطه 

 
0

F

0

T
b

f
: sinh( )

C


 
 (16رابطه 

0
F

0

T
a

f
: cosh( )

C


 
 حل معکوس با استفاده از طرح معکوس حافظ گروه

 یزمان یها( با گام5معادله ) شود،یمعکوس حافظ گروه بهره گرفته م طرحصورت معکوس، از به یمعمول لیفرانسیمنظور حل معادلات دبه
صورت به ری( به شکل ز5معادله ) ،یبعدn لیفرانسیدستگاه معادلات د یبرا نی. بنابراشودیصورت معکوس حل مدر زمان حل به یمنف

 :(C. S. Liu et al., 2006) شودیم هداد شیمعکوس نما

nt (                                                                           17رابطه  R t RC = f(C, ), C ,   
0tیی غلظت مشخص درنهابا یک مقدار   0بازیابی مقادیر گذشته غلظت در زمان گذشته هدفt  در  م،یروش مستق. است

بعدی تبدیل 1n توان معادله فوق را به یک دستگاه دینامیکی افزوده می .شوندیم ورغوطهمعادلات  شده،تیتقو یکینامید یهاستمیس
 .(C. S. Liu et al., 2010)کرد 

 (18رابطه 
n n

t

t

d

dt t

f(C, )
0

CC C

C Cf (C, )
0

C



 
 

             
  

 

های ( است اما قسمت دوم معادله ساختار را برای متغیر18( همان معادله )17شود اولین قسمت معادله )که مشاهده می طورهمان

Tافزوده  T
X : (C , C )  کند. با اعمال شرط گذشته مخروط مینکوفسکیکند که در شرط قسمت منفی مخروط صدق میایجاد می 

 آید:می به دستصورت زیر به 1n شدهتیتقویک سیستم 

X (19رابطه  = BX 

 یک عنصر از جبر لی است. Bکه با شرط مخروط مینکوفسکی 

 
 (20رابطه 

T

0

n n

t

t

f(C, )
0

C
B :

f (C, )

C


 

 
 
 
 
  

 

 خواص طرح حافظ گروه: با توجه 

1j (21رابطه  jjC G( )C  

1jCکه در معادله فوق    1غلظت در زمانj   وjC غلظت در زمانj  0و 1j SO nG( ) ( , )  ارزیابی گروه در زمانj 

 است.

 ای معادله انتقال آلودگی در رودخانهمرحلهحل معکوس تک

بر  T با فرض اینکه کل زمان. ابتدایی است محاسبه شوددر زمان  که غلظت 0Cمقدار  شودیم یسعTC ییشرط نها کیبا شروع از 
 Kیزمان یهااندازه گام یعنی، شودیم میمرحله تقس T T K/   .نوشت: توانی( م21) با توجه به معادلهاست 

0 (22رابطه  1 T TT TC G ( )...G ( )C   
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)Bبا فرض ثابت بودن ماتریس است.  0Cبه  TCای از مرحلهمعادله فوق یک انتقال تک )j( 20در معادله ) و مقدار گیری
)jBنوشتن نگاشت نمایی برای ماتریس  ای آن،مرحلهتک   کند:معادله زیر را تصدیق می  Tدر فاصله زمانی (

 

 (23رابطه  

T
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T

T

1

-

B B T
n T T

T
j

T

B
B

T

a b

T T

b
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( ) f
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ff
G exp B( )

f

f

 
 

 
   

 
 
 

 

با جایگذاری  -T Texp B( )jGی جابه (  :    (C. S. Liu et al., 2010)شود معادله زیر حاصل می (21در رابطه ) (

B B
0 2

T

1 T T T T
T T T T T

a b( )f .C C f
C C f C f

f


 
     24رابطه) 

 آید.می به دستزیر  صورتبهنیز  Bbو  Ba .انتهایی است غلظت در زمان TC ابتدایی وغلظت در زمان  0Cکه در معادلات فوق 

 (25رابطه 
B

T

T

T
a

f
: cosh( )

C
 

 (26رابطه 
B

T

T

T
b

f
: sinh( )

C
 

 .هستزیر  صورتبهمستقیم و معکوس  صورتبهای معادله انتقال آلودگی مرحلهالگوریتم کلی حل تک
 

 
 ای معادله انتقال آلاینده در رودخانه با ضرایب متغیرمرحلهی حل تکسازمدل. فرآیند 2شکل 
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 نتایج و بحث

مستقیم و معکوس در زمان با استفاده از طرح حافظ گروه  صورتبهای معادله انتقال آلودگی مرحلهجهت ارزیابی حل تک آزمون حالتسه 
ای نشان داده شده مرحلهای و قیاس آن با روش چندمرحلهنشان دادن عملکرد روش تک نظورمبهطراحی شده است. این سه آزمون حالت 

های جریان محاسبه شود است، ابتدا باید پارامتر شده حلی انتقال آلودگی با ضرایب متغیر معادله پژوهشدر این  کهنیااست. با توجه به 
مشخصات رودخانه با توجه به آزمون حالت است. آمده به دستهای موجود اده از مدلها با حل معادلات جریان و با استفکه این پارامتر

بات در محاس نیا جیاست. نتا شدهمحاسبه  انیجر یاز معادله سنت ونانت، پارامترها یریگبا بهره است و شده گرفتههای واقعی در نظر 
 آورده شده است. 1در جدول  آزمون حالتمرتبط با هر  یپارامترها مشخصات و نیاند و همچنارائه شده بیبه ترت 5و  4، 3 یهاشکل

 
 های هر آزمون حالتمشخصات و پارامتر -1جدول 

 هدف
-جاییضرایب )جابه

 پراکندگی(
 الگو آلاینده نوع جریان

 طول
 آزمون حالت

L(km) 
 حل مستقیم/

سازی پروفیل ای در شبیهمرحلهارزیابی روش تک آزمون حالت اول 15 مثلث تک قله غیریکنواخت/ماندگار متغیر
 غلظت آلاینده در زمان انتهایی

 حل معکوس/
سازی پروفیل ای در بازمرحلهارزیابی روش تک آزمون حالت دوم 15 مثلث تک قله غیریکنواخت/ماندگار متغیر

 غلظت آلاینده در زمان ابتدایی
 حل معکوس/

سازی پروفیل ای در بازمرحلهارزیابی روش تک آزمون حالت سوم 15 مثلث دو قله غیریکنواخت/ماندگار متغیر
 غلظت آلاینده در زمان ابتدایی با الگو پیچیده

 

 
                       ب(                                                                                        الف(                                                      

 لی رودخانهضریب پراکندگی در راستای طو راتییتغسرعت در راستای طولی رودخانه ب(  راتییتغ. الف( 3شکل 

 
                       ب(                                                                                        الف(                                                      

 نی غلظت آلاینده در زمان اولیهمساحت جریان در راستای طولی رودخانه ب( منحنی سری مکا راتییتغ. الف( 4شکل 
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سازی ورودی مدل، شبیه عنوانبهب(  4ای طرح حافظ گروه و در نظر گرفتن پروفیل مکانی)شکل مرحلهابتدا با حل مستقیم و تک
 گیرد.ای و حل دقیق مورد ارزیابی قرار میمرحلهنسبت به روش چند ایمرحلهتکشود و عملکرد روش انجام می
س پای معادله انتقال آلودگی نیاز به پروفیل مکانی در زمان انتهایی است. در همین راستا مرحلهسازی معکوس و تکشبیه منظوربه

 و سپس  شودورودی مدل معکوس در نظر گرفته می عنوانبهیی در زمان انتها یمکان لیپروف ،میبا استفاده از مدل مستق یسازهیاز انجام شب
ای، مرحلهدر انتها برای ارزیابی بهتر روش تک. گرددیم یبازسازای مرحلهای و چندمرحلهتوسط روش تک ییابتدا غلظت در زمان لیپروف
درصد ( و MAEمیانگین خطای مطلق ) (RMSEجذر میانگین مربع خطاها ) (2Rهای خطای آماری نظیر ضریب همبستگی )شاخصاز 

 است. شده استفاده( MREی نسبی )خطا

 ای مستقیم با استفاده از طرح حافظ گروه در رودخانهمرحلهای و چندمرحلهکاربرد روش تکت اول: بررسی آزمون حال

پروفیل  صورتبهاست. در این آزمون حالت الگو ورودی مدل  شدهی طراحای و مستقیم مرحلهارزیابی روش تک منظوربهاین آزمون حالت  
ای نتایج مورد ارزیابی مرحلهای و چندمرحلهساعت و به دو صورت تک 12سازی مکانی و مثلث تک قله در نظر گرفته شده است. زمان شبیه

( آورده شده است 2جدول )های آماری در ای با استفاده از شاخصای و چند مرحلهمرحلهقرار گرفته است. همچنین نتایج ارزیابی روش تک
(Faraji & Mazaheri, 2022) (1401ی و مظاهری، )خدامباشی امام. 

متغیر در رودخانه بسیار خوب بوده است و  بیضراای در حل معادله انتقال آلودگی با مرحله( عملکرد روش چند5با توجه به شکل )
شود شاخص آماری ( نیز مشاهده می2که در جدول ) طورهمان. معلوم است تطابق بالایی بین نتایج حاکم است. 5طور که از شکل همان

 دهندهنشان 1به  2Rو همچنین میل کردن مقدار  MREو  MAE ،RMSEدهد. مقادیر بسیار کم نیز دقت بالای این روش را نشان می
 دهد.ای را نشان میمرحلهدقت بالای روش چند

شود . کاهش عملکرد مدل مشاهده می5مدل کاسته شده است. در شکل ای از دقت مرحلهرفت در روش تککه انتظار می طورهمان
شود دقت روش ( نیز مشاهده می2ای و نتیجه دقیق کم شده است و همچنین در جدول )مرحلهطور که پیداست تطابق روش تکو همان

ائل ای در مسسازی غلظت اهمیت ویژهیهای کاهش داشته است. از آنجا که کاهش زمان محاسبات در شبمرحلهای نسبت به چندمرحلهتک
توان در مواردی که زمان در اولویت است از کاهش خطای ایجاد شده چشم پوشی کرد و به سرعت روند تغییرات محیط زیستی دارد، می

 غلظت در رودخانه را بررسی کرد.
 های آماری آزمون حالت اولنتایج شاخص .2جدول 

 مقدار
 شاخص آماری

 ایمرحلهروش چند ایمرحلهروش تک

46/0 09/0 )3MAE(kg/m 

21/95 12/98 (%)2R 

20/0 05/0 )3RMSE(kg/m 

21/8 61/0 MRE(%) 

 

 
 ای با حل دقیقمرحلهای و تکمرحله. مقایسه روش چند5شکل 



 1639 ... انواع در ایمرحلهاستفاده از طرح حافظ گروه تکسعادت و مظاهری:  پژوهشی( -)علمی 

ساخت قله نیز با سازی دامنه غلظت کمی دچار مشکل شده است و ای در شبیهمرحلهپیداست روش تک 5طور که از شکل همان
ای بالاتر از مقدار واقعی ایجاد شده است. با این حال مکان قله توسط این مرحلهسازی شده توسط مدل تکخطا همراه بوده و قله شبیه

ت ای دقمرحلهجویی در زمان، نتیجه این روش قابل قبول است. در روش چنددرستی شناسایی شده است و با توجه به صرفهروش به
ای مرحلهدسازی شده است و نتایج عملکرد بسیار بالای روش چنسازی بسیار بالا بوده است. قله و دامنه غلظت با دقت بسیار زیادی شبیهشبیه

 دهد.را نشان می

 ای معکوس با استفاده از طرح حافظ گروه در رودخانهمرحلهای و چندمرحلهآزمون حالت دوم: بررسی کاربرد روش تک

 ب( توسط مدل معکوس ارائه شده است. شرایط مرزی ورودی 4سازی شرط اولیه ورودی رودخانه )شکل این آزمون حالت با هدف باز 

(0, ) 0C t  0و شرایط مرزی در انتها
x L

c

x 





ای مرحلهتکسازی به دو صورت است. مشابه آزمون حالت اول این باز شده گرفتهدر نظر  

های آماری و نتایج شاخص  6ساعت در نظر گرفته شده است. نتایج در شکل  12سازی نیز ای صورت گرفته است و زمان شبیهمرحلهو چند
 ( ارائه شده است. 3در جدول )

 های آماری آزمون حالت دومنتایج شاخص .3جدول 

 مقدار
 شاخص آماری

 ایمرحلهروش چند ایمرحلهروش تک

27/0 07/0 )3MAE(kg/m 

14/97 92/98 (%)2R 

11/0 03/0 )3RMSE(kg/m 

23/5 49/0 MRE(%) 

 

 
 صورت معکوس در زمان با جواب دقیقای بهمرحلهای و تکمرحله. مقایسه روش چند6شکل 

 

 MAE ،RMSEای با دقت بسیار بالایی انجام شده است. مقادیر بسیار کم مرحلهفوق بازسازی غلظت با روش چند با توجه به شکل
ای مرحلهای است.  استفاده از روش تکمرحلهدقت بالای روش چند دهندهنشان 3در جدول  1به  2Rو همچنین میل کردن مقدار  MREو 

سازی کاهش تطابق نتیجه واقعی و شبیه ، 2Rو کاهش  MREو  MAE ،RMSEوده است. افزایش قابل ملاحظه  با کاهش دقت مدل همراه ب
ای نیز در مقایسه نیز پیداست روش تک مرحله 6طور که از شکل دهد. همانای را نشان میمرحلهای نسبت به روش چندمرحلهروش تک

ای کمی دچار مرحلهسازی دامنه غلظت و قله آلودگی نسبتا عملکرد خوبی داشته است و نسبت به روش چندای در بازمرحلهبا روش چند
 . سازی یک امر طبیعی استای بودن شبیهحلهمرنظر کرد و این نتیجه با توجه به تکتوان از این خطا صرفمشکل شده است که می

ای معکوس با استفاده از طرح حافظ گروه در رودخانه با الگو ورودی مرحلهای و چندمرحلهآزمون حالت سوم: بررسی کاربرد روش تک

 چیدهپی

تری نسبت به حالت قبل استفاده شده است. الگو آلاینده در زمان اول ای از الگو ورودی پیچیدهمرحلهجهت بررسی توانایی روش تک
ای مرحلهای و چندمرحلهتک دو صورتاست و هدف بازسازی این الگو توسط مدل معکوس است. بازسازی این الگو به  7مطابق شکل 
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 ساعت در نظر گرفته شده است. 12های قبل سازی نیز همچون آزمون حالتزمان شبیهانجام گرفته است و 
 

 
 . منحنی سری مکانی غلظت آلاینده در زمان اولیه7شکل

 

ای در بازسازی الگو فوق مورد ارزیابی قرار گرفته است. در این آزمون حالت نیز مرحلهای و چندمرحلهعملکرد مدل معکوس تک

,0) دی مدل معکوسشرایط مرزی ورو ) 0C t  0و شرایط مرزی در انتها
x L

c

x 





سازی معکوس است. نتایج شبیه شده گرفتهدر نظر  

 ( ارائه شده است. 4و نتایج شاخص آماری در جدول )  6در شکل 
 

 های آماری آزمون حالت سومنتایج شاخص .4جدول 

 مقدار
 شاخص آماری

 ایمرحلهروش چند ایمرحلهتک روش

57/0 06/0 )3MAE(kg/m 

67/94 18/99 (%)2R 

27/0 03/0 )3RMSE(kg/m 

21/9 36/0 MRE(%) 

 

 
 صورت معکوس در زمان با جواب دقیقای بهمرحلهای و تکمرحله. مقایسه روش چند6شکل 

 

درستی تر را بهها بسیار خوب عمل کرده است و حتی قله بلندای در بازسازی قلهمرحلهکه از شکل فوق پیداست روش تک طورهمان
مل شود که همین عاای دیده میای نسبت به روش چندمرحلهمرحلهدر روش تکتأخیر زمانی در رسیدن به غلظت اوج داده است.  صیتشخ
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 ی برگشتی توسط مدل معکوس. دقت بازسازی الگوها شده استای در بازسازی قلهروش چندمرحلهباعث کاهش دقت این روش نسبت به 
أخیر تای در هنگام تشکیل قله بوده است.  مرحلهمتغیر بوده است که بیشترین خطای روش تک %8/99تا  %86نسبت به جواب دقیق از 

مشهودتر است که پیچیدگی شرط انتهایی  2نسبت به آزمون حالت  3حالت  در آزمون ایمرحلهدر روش تک زمانی در رسیدن به غلظت اوج
ای کمی در تشخیص دامنه دچار مشکل شده است و مرحلهروش تکنیست.  ریتأثیتأخیر زمانی بورودی مدل معکوس در این  عنوانبه

مشخص  3و جدول  4که از مقایسه جدول طور سازی کرده است. هماندامنه غلظت را با خطای بیشتری شبیه 2به آزمون حالت  نسبت
سازی ای در بازمرحلهتوان نتیجه گرفت که روش تکای در آزمون حالت سوم کمی افزایش یافته است که میمرحلهاست خطای روش تک

 قابل یتوانای یامرحلهتک روش غلظت،کاهش دقت اندک در تخمین دامنه  وجودنیبااتر با مشکل بیشتری همراه است. های پیچیدهالگو
 دارد و در کمترین زمان ممکن پروفیل غلظت در زمان ابتدایی پیچیده ورودی الگوهای برای حتی آلودگی هایقله سریع شناسایی در قبولی

سازی ها در شبیهسازی معکوس حاصل شده است. تشخیص قلهنتایج قابل قبولی در این شبیه ذکرشدهبا توجه به موارد  کند.سازی میرا شبیه
ی این بازسازی را انجام داده خوببهای مرحلهای برخوردار است و با توجه به پیچیدگی این آزمون حالت، روش تکمعکوس از اهمیت ویژه

 است.
اند زی شدهساها و دامنه غلظت با دقت بسیار بالایی شبیهی داشته است. قلهآل هدیاای مدل باز هم عملکرد بسیار مرحلهدر روش چند

ای در آزمون حالت سوم کمی کاهش نیز داشته است. مرحلهمشخص است خطای روش چند 3و جدول  4که مقایسه جدول  طورهمانو 
 محسوس نیست. چنانآنهرچند که این تغییر خطا 

 گیرینتیجه

ازسازی ازآنجاکه بپرداخته شد. افظ گروه حبا استفاده از طرح  در رودخانه با ضرایب متغیر حل عددی معادله انتقال آلودگیدر این مقاله، به 
عکوس صورت مستقیم و مبهبا استفاده از یک گام زمانی  حل این معادله، استاهمیت حائز تابع شدت آلاینده در حداقل زمان ممکن بسیار 

شود که همین امر می سازیشبیه جویی چشمگیری در هزینه و زمانمنجر به صرفه ایمرحلهحل تک. ر گرفتدر زمان مورد بررسی قرا
ام طور که بر اساس بررسی مطالعات انجشود. همانمی ایمرحلهحل چندتر زمان و مکان تابع شدت آلاینده نسبت به باعث تشخیص سریع

ای، مرحلهچند با حل مقایسهای در مرحلهسازی حل تکشبیهنتایج رفت، انتظار میهای عددی شده پیرامون کاهش گام زمانی در حل
ی سازی معکوس مشاهده شد که در الگودر شبیه تأخیر در رسیدن به غلظت اوج. همچنین نشان دادسازی را کاهش دقت نتایج شبیه

پوشی توان از این کاهش دقت مدل چشمزینه در شرایط خاص میجویی در زمان و هصرفه باوجودتر بود اما محسوس تأخیرتر این پیچیده
 ای معایبمرحلهموضوع روش تک نیاعلاوه بر  .نام بردعددی  هایعنوان یک رویکرد مؤثر و کارآمد در حلبهتوان از این روش کرد و می

و عدم توانایی اجرای مدل در شرایط جریان غیرماندگار دارد. با این  های زمانی مختلفاز جمله عدم نمایش پروفیل مکانی در گام دیگری
سازی ترم پایداری، حل معادله با ضرایب متغیر و حل معادلات بسیار توان به عدم نیاز به انتخاب و بهینهحال از مزایای دیگر این روش می

 تواند بهبود قابلها و مزایای خاص خود، میبا ویژگی فظ گروهطرح حا ایمرحلهدهد که روش تکاین مقاله نشان میپیچیده اشاره کرد. 
 های حل عددی برای مسائل مشابه مؤثر باشد. توجهی در حل عددی معادلات انتقال آلودگی داشته باشد و در توسعه روش

 
 "سندگان وجود نداردویگونه تعارض منافع بین نهیچ"

 منابع
ها جهت شناسایی منبع پراکندگی در رودخانه -جایی (. حل معکوس معادله جابه1398جمال. ) ،محمدولی سامانی و مهدی ،مظاهری ،محمد ،لوشابی

 .103-113( .1)3. ی مهندسی مکانیک شریفمجله. آلاینده
 6ک، هیدروفیزی. (. شناسایی منبع آلاینده با حل تحلیلی معادله انتقال آلودگی به صورت معکوس در زمان1399مهدی. ) ،مظاهری و عرفان ،پرمنون
(2. )39-25. 

(. حل معکوس )در زمان( معادله انتقال آلودگی در رودخانه با استفاده از طرح 1401جمال. ) ،محمدولی سامانیو  مهدی ،مظاهری ،امیرمحمد ،سعادت
 .52-35( .34) 4ی، مهندسی عمران فردوس. حافظ گروه

آلودگی با ضرایب متغیر در رودخانه با (. حل تحلیلی معادله انتقال 1400محمدولی سامانی, جمال. ) و مهدی ،مظاهری ،محمدجواد ،سرفردادی شیل
  .698-683( .4)11، مدیریت آب و آبیاری. استفاده از تبدیل لاپلاس
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(. حل تحلیلی معادله انتقال آلاینده در انواع شبکه رودخانه با لحاظ 1401محمدولی سامانی, جمال. ) و مهدی ،مظاهری ،محمدجواد ،سرفردادی شیل
 .1077-1057( .5)53ن، آب و خاک ایرا تحقیقات. عبارت منبع گسترده

های دارای سازی ریاضی انتقال آلودگی در رودخانه(. آنالیز حساسیت پارامترهای نگهداشت در مدل1401مهدی. ) ،مظاهریو  سجاد ،باشی امامیخدام
 .116-101( .4)45، علوم و مهندسی آبیاری. نواحی نگهداشت
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Using one-step group preserving schemes for contaminant transport modeling in 

rivers 

 
EXTENDED ABSTRACT 

Introduction: 

Recent years have witnessed growing environmental worries, rendering the creation of computer models 

that foresee pollutant dispersal in natural aquatic systems an absolute prerequisite. As expeditious simulation 

of the pollutant intensity function is of the essence, determining a technique to accomplish this with alacrity is 

imperative. 

Material and method: 
The current study implements the Group Preserving Scheme (GPS), predicated on Lie groups, to resolve 

the pollution transport equation in rivers, both directly and inversely. Initially, GPS is elucidated for the one-

step direct solution of the pollution transport equation. Subsequently, the explication of the one-step Backward 

Group Preserving Scheme for the one-step inverse solution of this equation is examined. Finally, the advection-

dispersion equation is resolved directly and inversely utilizing this methodology in a one-step and multi-step 

manner, with the accuracy of these two solutions evaluated against the exact solution. In this research, as an 

initial phase, the direct numerical approach is employed to solve the pollution transport equation 

unidimensionally. The resultant outcomes are then utilized as inputs for the second phase of computations 

(inverse solution of the pollution transport equation) to derive the final results (pollutant intensity function). 

To model the transport and release of pollutants in the river using GPS, the river is divided into n intervals. 

Result and Discussion: 

Three test cases have been designed to evaluate the one-step solution of the pollution transport equation 

directly and inversely in the temporal dimension utilizing the GPS. These three modal tests are presented in 

sequence to demonstrate the performance of the one-step method and its comparison to the multi-step 

approach. Since the pollution transport equation is solved with variable coefficients herein, the flow parameters 

must be computed first, obtained by solving the flow equations and employing extant models. The river 

characteristics have been considered per the actual conditions test, and the flow parameters have been 

calculated using the Saint Venant equation. For superior evaluation of the one-step method, statistical error 

indices, including Correlation Coefficient (R2), Root Mean Square Error (RMSE), Mean Absolute Error 

(MAE), and Mean Relative Error (MRE) have been utilized. In the first test case, where the simulation was 

performed directly, the one-step method encountered minor issues in simulating the concentration range, and 

the construction of the peak was also accompanied by an error, with the peak simulated by the one-step model 

created higher than the actual value. In the second test case involving reverse simulation, the one-step method 

performed relatively well compared to the multi-step method in reconstructing the concentration range and 

pollution peak, with minimal problems compared to the multi-step method, rendering this error negligible and 

the outcome expected given the one-step simulation. In the third test case intended for reverse simulation of 

the complex pattern, the one-step method performed remarkably well in reconstructing the peaks and correctly 

identified even the highest peak. The time delay in reaching peak concentration is evident in the one-step 

method compared to the multi-step method, engendering decreased accuracy of this method relative to the 

multi-step method in peak reconstruction. The accuracy of reconstructing the returned pattern by the inverse 

model versus the exact solution ranged from 86% to 99.8%, representing the maximum error of the one-step 

method during peak formation. The time delay in attaining peak concentration in the one-step method is more 

conspicuous in the mode 3 test than in the mode 2 test, with the complexity of the final condition as input to 

the inverse model not impervious to this time delay. 

Conclusion: 

The location of the peak is accurately identified by this method, and considering the time savings, the 

outcome of this method is acceptable. The delay in attaining peak concentration was observed in the reverse 

simulation, being more conspicuous in the more complex model. However, despite expedited and economical 

completion under certain conditions, a decrease in model accuracy can be overlooked, and numerical solutions 

utilized from this method as an efficacious and efficient approach delineated. 
 

Keywords: Advection-Dispersion-Equation, Identification of Contaminant Sources, Inverse Method, Numerical Method, 

One-Step Group Preserving Scheme. 


